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Nota.

Quiero dedicar este pequefio trabajo a nuestro Profesor y entrafiable Amigo Dr. Rodolfo Re-
yes Sanchez.
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CAPITULO I. INTRODUCCION

Capitulo 1

Fundamentos

El manejo de las imagenes digitales se ha convertido en las tltimas décadas en un tema de interés ex-
tendido en diferentes areas de las ciencias naturales, las ciencias médicas y las aplicaciones tecnologicas
entre otras. El crecimiento en el poder de computo, las capacidades de almacenamiento y los nuevos
sistemas de desplegado, captura e impresion de bajo costo han facilitado el desarrollo de ésta disciplina.

Hace no mucho las posibilidades de los equipos de captura y procesamiento digital eran bastante limi-
tadas y los costos y tiempo de procesamiento prohibitivos. Ante lo cual en muy pocas areas se prestaba
atencion al potencial que las herramientas para el manejo de imagenes digitales ofrecfan. La explotacion
de éstas herramientas se habfa quedado restringida a algunas secciones de investigacion y el desarrollo
de aplicaciones de software se orientaba hacia problemas donde el presupuesto era vasto. En la actuali-
dad es posible explotar plataformas de bajo costo y obtener resultados de gran calidad y crear aplica-
ciones de gran utilidad, versatiles y flexibles, asi como aplicaciones de software de propésito especifico
para atender las diversas necesidades de los especialistas.

Es posible citar gran cantidad de ejemplos donde el procesamiento de imagenes ayuda a analizar, de-
ducir y tomar decisiones. Entre otras areas en las cuales se han desarrollado herramientas de gran utili-
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CAPITULO I. INTRODUCCION

dad podemos mencionar las siguientes: Medicina, Fisiologfa, Biomettia, Astronomia, Ciencias Ambien-
tales, Robotica, Metalurgica, Fisica, Electronica, Biologia y el ROC (Reconocimiento Optico de Carac-
teres, OCR=Optic Character Recognition).

1.1. Adquisicion

Existen diferentes medios para la obtencion de una imagen digital, los mas comunes son: los scanners
de cama plana y las camaras digitales. Ambos se basan en un dispositivo llamado CCD (Coupled
Charge Device), éste se recibe la luz de la imagen, ya sea por reflexion o por transmision e integra en
un tiempo definido la cantidad de luz que llega a él. Formando un arreglo de CCD’s es posible realizar
la digitalizacion de la imagen por renglones o bien entera [1-2].

Se dice que la imagen ha sido digitalizada, ya que por cada region e ella se genera un nzmero que repre-
senta la cantidad de luz que fue registrada. En el siguiente diagrama (fig. 1.1) se muestra un arreglo de

3x3 de digitalizacion. Para cada celda de registro se genera un numero que corresponde a la cantidad

P x11

Fig. 1.1. Digitalizacién del primer
renglén de una imagen

de luz que se registro en la zona, en la figura los valores x11, x12 y x13 son éstas cantidades. De igual

manera se hace con todos los renglones. En general para un arreglo de nxm celdas se generara una
mattiz de la forma,

11 12 Xln
=2 = (1.1)
Xml Xm2 an

Cada elemento de matriz representa una propiedad de la imagen. El sistema mas simple de digitaliza-
cién corresponde al llamado oo de gris, éste indica la cantidad o intensidad de la luz registrada. Por
ejemplo para un sistema de transmision, como es el negatoscopio utilizado en radiologifa, se coloca una

Imagen Registro Digital
Fuente de luz )

I
Fig. 1.2. Registro de por transmision de luz

fuente de luz a continuacion el negativo o lamina con la imagen y al final del arreglo el arreglo de
CCD’s. La figura siguiente (fig. 1.2) muestra el arreglo.

El otro modelo corresponde a los sistemas basados en reflexidn, éste es el caso de los scanners de cama
plana. Estos dispositivos en vez tener un arreglo bidimensional de CCD’s, s6lo tienen un arreglo lineal
de éstos. Mediante un sistema Optico se envia luz desde una lampara a la imagen y es recibida en un

FCC — BUAP — Manuel Martin Ortiz, - Rev. Enero 2012 2



CAPITULO I. INTRODUCCION

arreglo lineal de detectores, mediante un motor de pasos se mueve el sistema un “paso” y se vuelve a
realizar otro registro, éste proceso se repite hasta cubrir toda la imagen. Este sistema es mas
econémico, ya que utiliza un arreglo unidimensional de detectores y un subsistema de desplazamiento
basado en un motor. La figura siguiente (fig. 1.3) muestra el principio de operacion del dispositivo.

(NS 5l A SISO TN G Rl AL LIS T

FuentedeTuz > m N e
>

............... Detector (CCD)
]«

Pantalla » yn=yo+nAy

Fig. 1.3. Sistema de registro
por reflexion.

Carro

Es claro que dependiendo del tipo de luz que se utilice y las propiedades de reflectividad de la imagen
el registro variara. El objetivo de la pantalla es evitar que la luz de la fuente de luz llegue directamente al
detector, de tal forma que lo que éste registra es la luz que se ha reflejado en la imagen, la cual contiene
informacién de ella. El “carro” se mueve mediante un motor en pasos Ay. El sistema se compone de
un cierto numero de CCD’s en la direccién perpendicular al movimiento del carro, los cuales registran
de forma “paralela” la informacién de la luz reflejada a lo “ancho” de la imagen, éste arreglo de datos
se almacena en forma de “renglones” en la matriz de digitalizacion. Y para cada “paso” del motor se
hace el cambio de renglon generandose asi las columnas de la matriz de datos (1.1). Cuando se ha reco-
rrido toda la imagen se procede al almacenamiento.

El principio de la camaras digitales es también la reflexion de la luz, solo que la fuente es externa al
dispositivo (la camara). En general puede haber varias fuentes de luz, pero solo hay un sistema de regis-
tro.

En todos los casos antes descritos los datos sufren un proceso de discretizacién o cuantizacion. Este
proceso se refiere al hecho de que la informacion registrada no es almacenada de manera exacta como
un numero real - los cuales son densos -, sino como enteros, ya que el sistema luego de tomar el dato
(en general anal6gico) lo pasa por un “Convertidor Analégico-Digital” (DAC). Este paso ocasiona una
pérdida en la precision de los registros. En la grafica siguiente (fig. 1.4) se muestra una curva analdgica
digitalizada a 8 niveles.

8
7 N XN
6 A N i
5 / A\ T
4 - / \ 4 7
K4 \ - z
3 . N\ - 2
2] // \\ T
1 .\-/ \-/.
0 T T

Fig. 1.4. Proceso de cuantizacion de
los datos

Puede notarse como por ejemplo para el segundo dato (linea punteada), la curva toma valores desde
algunas décimas hasta un poco mas de 3, pero el valor medio registrado en la tabla es 2.
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CAPITULO I. INTRODUCCION

1.2. Representacion Digital Simple

La representacién mas simple de una imagen es una colecciéon de puntos en un arreglo bidimensional,
donde para cada punto se almacena una serie de parametros propios de la imagen.

Xll X12 Xln
I= X21 X.22 X2n
Xml XmZ an

Para el registro de una imagen se acostumbran usar formatos que estan referenciados por el nimero de
bits que son utilizados para la cuantizacion de la cantidad de luz recibida. Cuando se trabaja solo la
intensidad de la luz recibida en el detector se dice que la imagen ha sido adquirida en zonmos de grus, los
tipos mas frecuentes son los siguientes:

Numero de bits | Descripcion
1 Imagen Monocromatica / Blanco y Negro / Alto contraste
4 Imagen de 16 niveles
8 Imagen de 2506 niveles

Actualmente la mayor parte de los dispositivos simples permiten adquirir la imagen con una profundi-
dad de 8 bits, los cuales permiten representar 256 niveles de gtis, el rango es el tipico [0, 255]. Bajo esta

representacion los elementos de la matriz que representa a la imagen xj € [0 ... 255].

Al punto x5 = 1[i, j] se le llama “pixe/” y se debe entender el tono de gris que se ha asociado a la ima-
gen en la coordenada (1, j) de la particién definida por el sistema de digitalizacion.

Si consideramos a la clase que representa a una imagen en tonos de gtis, sus propiedades basicas seran:

Clase Imagen

Ancho : entero

Alto: entero

ProfBits : entero

Pixels : Matriz de enteros|0 ... Ancho-1,0 ... Alto-1]

Donde Pixels € [0 ... 2"°%*-1].

Muchos de los dispositivos modernos permiten realizar el registro en colores, de tal forma que para
cada zona de la imagen se genera un pixel con tres componentes, la representacion comun es mediante
un vector formado por una combinacién de los colores basicos utilizados en la electronica de video.
Estos colores son: el azul (B=Blue), el verde (G=Green) y el rojo(R=Red).

FCC — BUAP — Manuel Martin Ortiz, - Rev. Enero 2012 4



CAPITULO I. INTRODUCCION

Asf un color “cualquiera” se puede expresar como una combinacién lineal de los colores basicos, es
decir:

C=rR+gG+bB. (1.2)

Donde podemos interpretar un color como una combinacién lineal de los vectores unitarios cromati-
cos (R, G, B) y las proyecciones en cada eje cromatico o coordenadas del color C son (r, g, b). Pode-
mos interpretar la ecuacion (1.2) como la mezcla de los colores primatios. Donde se utilizara una can-
tidad » de rojo, una g de verde y una & de azul. Si r, g y b se manejan a 8 bits cada uno, se dice que la
imagen esta representada a 24 bits.

Una representacion en términos de clase para un pixel en la base RGB, puede ser la siguiente:

Clase PixelColor

T : entero

g: entero

b : entero

De donde la Clase ImagenenColor, puede quedar como sigue

Clase ImagenenColor

Ancho : entero

Alto: entero

ProfBits : entero

Pixels : Matriz de PixelColot[0 ... Ancho-1, 0 ... Alto-1]

En principio uno siente que el verde no es primario, sino debe ser el amarillo, pero la electronica de
video tomé el verde como base y seguiremos la convencion establecida. Si tomamos una profundidad
en bits de 8, los colores puros seran:

rojo = (255, 0, 0) verde = (0, 255, 0) azul = (0, 0, 255)

Definiremos en el espacio RGB un color “gris” aquel que tiene sus tres componentes iguales, de tal
forma que todo gris tendra la forma:

72 = (z,z,2). (1.3

Es decir la proporcion de cada uno de los colores basicos es la misma. Por tanto podemos afirmar que
los grises se ubican en la recta que va del origen (0, 0, 0) al punto (255, 255, 255).

Se denomina resolucidn al nimero de pixeles por pulgada utilizados en el proceso de adquisicion, ésta se
indica en dpi (dots per inch = puntos por pulgada). Mientras mayor es la resoluciéon mayor es la fide-
lidad de la imagen, es decir se obtienen mas detalles de ella. Los valores de resolucion varfan de 75 dpi

FCC — BUAP — Manuel Martin Ortiz, - Rev. Enero 2012 5



CAPITULO I. INTRODUCCION

hasta algunos miles (7200 dpi). Generalmente éste es un parametro del dispositivo de adquisicién que
es posible definir durante el proceso de registro.

1.3. Almacenamiento

Para almacenar una imagen en disco o memoria se han desarrollado una diversidad de formatos, los
campos basicos a considerarse son los descriptores principales de la imagen que estan definidos en la
clase ImagenenColor o Imagen (que se relaciona con una imagen en tonos de gris).

Se almacenan minimamente: el ancho, el alto, la profundidad en bits y la matriz de pixeles. A esta re-
presentacion se le llama un “Mapa de Bits” o simplemente BitMap.

Por ejemplo para guardar una imagen en tonos de gris adquirida de una fotograffa de 2”’x3” con una
resolucion de 300 dpi y una profundidad en bits de 8, se requiere un espacio de almacenamiento de:

N, = (2x300)(3x300) bytes=5.4x10° bytes
Que corresponde aproximadamente a /2 MB.

Si tomamos ahora una postal (57x8”)y la digitalizamos a 600 dpi en color a 24 bits, el espacio de alma-
cenamiento requerido para el BitMap sera:

N, = (5x600)(8x600) bytes=1.44x10" bytes,

Que ahora corresponde a 13.73 MB. Puede notarse que el aumento de resolucion al doble (300— 600)
y el aumento en el tamafio de la imagen en (5/2, 8/3) = (2.5, 2.66) refleja el caricter no lineal de la
transformacion, donde N, =2x2x2.5%x(8/3) N, =26.66 N,, de donde el crecimiento es aproxi-
madamente 26.7 veces.

Debido al gran espacio que se requiere para el proceso, se han desarrollado formatos comprimidos
para el almacenamiento de las imagenes [4]. Estos utilizan diferentes técnicas para reducir el espacio de
almacenamiento, algunas son: Método de arboles de Huffman, codigos de empacado por repeticion de
vecinos (RLE), manejo de auto referencias (Métodos LZ77, LZ78 y LZW) y métodos basados en la
Transformada de Fourier, éstos ultimos son los mas eficientes en términos generales.

Algunos formatos son publicos y abiertos, mientras que otros son del tipo privado y su incorporacion
en las aplicaciones requiere de pago de derechos.

Para el manejo de los formatos de imagenes se requiere conocer la manera en que esta almacenada la
informacién y hacer la decodificacion hasta tener la imagen en forma de matriz y separada en canales,
esto facilitara el procesamiento de la misma.

1.4. Histograma de una Imagen

Dada una imagen es posible contar el nimero de pixeles que corresponden a cada tono en cada canal,
a la representacion grafica de esta caracteristica se le llama (como en estadistica descriptiva) el Histo-
grama del canal. Para el caso de imagenes en tonos de gtis solo existe un histograma.

FCC — BUAP — Manuel Martin Ortiz, - Rev. Enero 2012 6



CAPITULO I. INTRODUCCION

El algotitmo para calcular las poblaciones H[k], k= 0 .. A del canal ¢ para una imagen de n columnas

y m renglones es el siguiente:

// Algortimo Tabla - Histograma

// Limpia sumas
for (k=0, A-1) {H[k] = 0}
// Calcula poblaciones por tono
for (y=0, m-1)
for (x=0, n-1)
H[I[xy,c] ] = H[ Ix,y,c] ] + 1

En la figura (Fig. 1.5) siguiente se muestran tres imagenes y sus histogramas correspondientes.

“ | Hﬂm W{. {
| | r {"”.'\ W \

Fig 1.5. Tres imagenes y sus histogramas

En la Figura 1.5, puede notarse que el histograma de la imagen (a) presenta tres picos y se encuentra
centrado, mientras que el de la imagen (b) solo tiene dos picos y esta cargado a los tonos claros ( la
media esta por encima de 127) y el de la imagen (c) tiene un solo pico marcado muy cerca del origen
(tonos muy oscuros) y la estructura de los tonos que forman al animal es muy pobre. Es posible refinar
los detalles usando una escala Log(z+1) para el eje vertical en la Fig. 1.6 se muestra la grafica con ésta

transformacion.

Esta técnica permite observar detalles en la estructura de informacion del histograma que a simple vista
no son notorios y ayuda a encontrar detalles que eventualmente son relevantes en las imagenes.

FCC — BUAP — Manuel Martin Ortiz, - Rev. Enero 2012 7



CAPIiTULO I. INTRODUCCION

.

[ ] g

Fig. 1.6. Histograma de la imagen
1.5¢ usando una escala logaritmi-
ca en el eje vertical.

Diremos que una imagen presenta contraste si existe una diferencia entre los tonos que la componen y
que su contraste es bajo si es dificil distinguir entre los elementos que la componen. En la figura 1.7 se
muestran dos imagenes y sus histogramas.

M M

Fig. 1.7. Dos imagenes. La imagen (a) presenta un contraste alto y la (b) uno bajo.

La imagen 1.7 a corresponde a un degradado horizontal lineal con valores que inician en 90 aproxima-
damente y termina en 245, pude notarse que los tonos son faciles de discriminar. Mientras que la ima-
gen 1.7 b se forma por un degradado similar que inicia en 175 y termina en 163, dado que los tonos

FCC — BUAP — Manuel Martin Ortiz, - Rev. Enero 2012 8



CAPITULO I. INTRODUCCION

son muy proximos la separacion de ellos por el ojo es dificil y parece que se trata de una imagen de un
solo tono, puede verse en su histograma que la dispersion de tonos es muy pequefia, pero no es nula.
Este ejemplo ilustra el fenémeno de contraste visual.

1.5. Imagenes y vision

El rango en el cual el ojo humano es capaz de registrar una imagen ptica esta limitado por las capaci-
dades del mismo. I.a cantidad fisica que permite observar corresponde a la cantidad de luz que llega al
ojo y a la longitud de onda de ella. El ojo humano normal es capaz de percibir sefiales luminosas entre
el rojo y el violeta, es la siguiente grafica se muestra la posicion de los colores y su longitud de onda en
nanémetros (107 m).

400 480 520 572 602 700 (o

(WENNN NN RR NN

Ultravioleta Azul Verde Amarillo Rojo InfraRojo

Fig. 1.8 Colores y su posicion en el espectro

Este pequefio rango es lo que llamamos espectro visible. En la siguiente figura se muestran otros
fenémenos electromagnéticos y sus respectivas longitudes de onda en micras.

10" | 10" 10°® 10° 10* 10 1 107 10
Rayos X Fuertes Ultra Violeta Infrarrojo Ondas de Radio
Rayos gamma Rayos X Suaves Microondas
Espectro Visible

Fig. 1.9. Ubicacién de diferentes tipos de radiacion en el espectro electromagnético

En general se podran formar imagenes con radiacién en cualquier parte del espectro, o que cambia
légicamente seran los métodos de adquisicion y registro. Ejemplos clasicos son las radiografias médi-
cas, que se trabajan en la banda de Rayos X y los sistemas de vision nocturna basados en Luz infrarro-
ja. En astronomia se utiliza la banda de ondas de radio para registrar los fenémenos en estrellas y ga-
laxias lejanas, a ésta rama de la astronomia se le llama Radio astronomfa.

Otros sistemas pueden registrar otro tipo de variables y traducitlas a una matriz que se normaliza y se
puede presentar la informacion en forma de imagen visual, mas la interpretacion se debe hacer segun
la(s) variable(es) originales. Algunos ejemplos en este caso son:

e Termograffa. Registro de perfiles de temperatura en sistemas vivos o inertes.

e Ecosonografia. Registro del movimiento mediante el efecto Doppler usando ultrasonido.

FCC — BUAP — Manuel Martin Ortiz, - Rev. Enero 2012 9



CAPITULO I. INTRODUCCION

RMN. Generacion de imagenes mediante el fendmeno de Resonancia Magnética Nuclear.

e AFM. Registro de las propiedades microscopicas de las estructuras cristalinas moleculares median-
te sistemas de Fuerza Atomica.

e TAC. Reconstruccion del interior de un sistema sin intrusion mediante técnicas de Tomografia

Axial.
e XRD. Recoleccion de informacién de sistemas cristalinos mediante la difraccion de Rayos X.
e Sonar. Construccion de perfiles de profundidad en el mar mediante ondas sonoras y su eco.

e EM. Registro de imagenes submicroscopicas mediante la emision de electrones. Esta técnica se
conoce como microscopia electronica y permite observar objetos que la luz ya no puede resolver
Opticamente.

En todos los casos se requiere de un sistema que haga la medicion de la propiedad de interés sobre una
malla o cuadricula del sistema, de tal manera que se forme una matriz de datos de uno o muchos cana-
les. Cuando hay presente mas de un canal en los datos de dice que se tiene una imagen multiespectral.
Las combinaciones multiespectrales son utiles en la soluciéon de muchos problemas, ya que permiten
obtener informacién complementaria, la cual tratada de manera adecuada permite revelar comporta-
mientos o caracteristicas singulares en diversos sistemas.
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CAPIiTULO 2. OPERACIONES ORIENTADAS AL PUNTO

Fundamentos

Las operaciones orientadas al punto transforman a la imagen modificando un pixel a la vez, en general
sin importar el estado de los pixeles vecinos. Ia transformacion se puede aplicar a toda la imagen o a
una region de ella.

Sea x un pixel de una imagen I, es decir x € 1. Supongamos que la funciéon y = fx) transforma a un
pixel x mediante la regla /, generando un nuevo valor para €, digamos y. Entonces diremos que la nue-

va imagen I’, donde y € I’, es el producto de aplicar fsobre I. Simbdlicamente diremos que,
I = fD). 2.1)
El proceso de transformacion en la mayor parte de los casos sera tal que
six =1I[1,j] =y = P[4, j], donde y = Ax).

Para que la transformacién fno ocasione problemas de representacion, si el dominio de x estd en el
intervalo D= [0, L - 1], donde L. = 2°, donde p es la profundidad en bits de la imagen, entonces se va a
exigir que y € D, donde en general D’C D. Lo cual implica que el mecanismo de representacion de
la imagen sobre elementos de la clase x, seguira siendo valido para la clase a la que pertenece y. Esta
condicién permite que los métodos desarrollados para la visualizacion de la imagen I se pueden utilizar
para I.

El algoritmo basico de transformacion bajo fpara una region rectangular de I definida por
R=[il...12,i1 ... 2],

es el siguiente:

fori=i1,i2{
forj=j1,j2{
} P, j1=f (0, 5T)

}

fig. 2.1. Algoritmo basico para transformar una region de una imagen I bajo /.

En el caso que: il = 0,i2 = M (donde M = Imagen.Ancho-1), j1 = 0, N (donde N = Imagen.Alto-1);
el proceso modificara a toda la imagen.

Al cambiar f la transformacion sera diferente. Si definimos la composicioén de transformaciones de la
manera habitual, tendremos que:

Srefl @M= fi(t: @). 22)

En general al aplicar dos transformaciones a una imagen en diferente orden, no se debe esperar que la
imagen resultante sea la misma, es decir, la composicion de transformaciones no es conmutativa,
simbolicamente tendremos que:

Jree@#ff @. 23)
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Definiremos una bateria o serie de transformaciones £, mediante la composicion de ellas. Muchas de las
operaciones de mejora de la imagen, deteccion de bordes, etc., se definen como una baterfa. El sentido

de ésta es similar a la composicion de las funciones que generan cada transformacion. Sean f, f,... , f,

n

las funciones que definen cada proceso sobre la imagen, entonces la transformaciéon compuesta o ba-
terfa sera:

F@=fefe- @=L 1(LD)--)- (23)

Graficamente podemos representar el proceso de transformacion mdltiple mediante celdas, donde
cada celda representa una transformacion o filfro. 1.a figura siguiente (fig. 2.2) ilustra la situacion.

Ny =

fig. 2.2. Representacion grafica de la composicion de procesos.

2.1. Operaciones Elementales

Introduciremos ahora algunas operaciones simples sobre la imagen. Sea I una imagen en colores, con
un dominio [0, L] para los valores del tono de cada canal para los pixeles, en la representacion RGB
estandar, de ancho M y alto IN.

La operacion mas simple es la Identidad, ésta deja a la imagen igual. Podemos usar ésta para realizar por
ejemplo copias de una imagen. La funcién correspondiente es: y = x, de donde fx) = x. Si represen-
tamos ésta funcién de manera grafica visualizaremos una ecuacién de mapeo lineal simple (fig. 2.3).
Eista funcién nos indica que el tono » es mapeado al tono »”,

256

192 A

128 A

64 -

0 T T T » X

0 64 128 192 256

Fig. 2.3. Transformacién identidad entre las
variables: y = fx) = x, (p=8, L. =255).

21.1. Negativo de una imagen.
Una transformacion muy simple es el negativo, ésta se construye de alguna de las siguientes maneras,
sea X = (1, g, b) un pixel de la imagen I, entonces el negativo de x se puede hallar simplemente como:

X = (~1,~g ~b) = (A-1, A-g A-b), 4

donde A=L-1yL=2"
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Este proceso es muy claro de entender para una imagen monocromatica, pues en ella p = 7, y entonces
LL = 2 y en consecuencia A= 1, de donde dado que los valores permitidos para un pixel (en cada plano)

seran tnicamente x = {0, 1}, de donde las transiciones seran: 0 = 1y 1 — 0. De donde un pixel en 0
(negro) se transformara en 1 (blanco) y viceversa.

De forma grafica para cada canal el negativo se puede interpretar como una linea de transformacion
con pendiente negativa (fig. 2.4).

256

192 A

128 A

64 -

0 T T T > X

0 64 128 192 256

Fig. 2.3. Transformacién de la funcién negati-
vo para un canal x = 255 — x. (p=8)

En el siguiente ejemplo se aplica la transformacion a una imagen en tonos de gris (r=g=b=z), de don-

de el negativo de un pixel x = (z, z, z) serda X’ = (~z, ~z, ~z). En la figura 2.4. se muestra el proceso
sobre dos imagenes de ejemplo una monocroma y otra en tonos de gfis.

Imagen Original Negativo de la Imagen
— [ |
Universidad Universidad
Imagen
Monocroma
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Imagen

en tonos de gris

Fig. 2.4. Imagenes y sus Negativos

Para observar este fenémeno en color puede realizarse la transformacion en la pantalla de una compu-
tadora. Un ejemplo de aplicacion de éste filtro es el “revelado” de un negativo fotografico. Si uno esca-
nea el negativo de una foto mediante un escaner abierto auxilidndonos con una lampara o con un
dispositivo especializado, entonces se puede revelar éste usando el filtro de “Negativo” antes descrito
sobre los tres canales (formula 2.4).

21.2. Transformaciones funcionales.
En general, uno puede pensar en una funcién que transforme cada canal z” = f(z), donde z puede ser

cualquiera de los tres canales que forman a una imagen en color z €{r, g, b}. La transformacién mas
general tendra la forma:

X = (1, g, b) = Fix) = (fi(r, g b), £t & b), 51, g, b)), 2.5

donde las f; (1=1, 2, 3) son funciones de salida entera cualesquiera. En general la respuesta en un canal
puede depender de los valores de entrada en los demas canales considerandolo a él mismo. Los proce-
sos mas simples de interpretar son aquellos en los cuales la respuesta para un canal solo depende de la
entrada en él, a estos les llamaremos directos, es decir

X = (r, g, b) = F) = (£, L@, H0). (2.0)

Si ademas las formas funcionales de las f; son iguales, tendremos una transformacion directa simétrica,
a estos filtros les llamaremos directos simétricos, su forma es

X = (r, g, b) = Fx) = (f(©), f(g), f(b)). 27)

Para los casos (2.0) y (2.7) se van a analizar algunas situaciones que se producen cuando las funciones f,
f; son mondtonas crecientes o decrecientes y ademds tocan los puntos de referencia (0, 0) y (A, A).

En general las transformaciones funcionales se denominan “Transformaciones u operaciones pun-
tuales”, esto se debe a que aplica aun punto de la imagen en la posicion (i) y generan un nuevo valor
que se asigna a la imagen transformada en su coordenada (i,j). A las transformaciones en el lenguaje del
procesamiento de imagenes se les denominan filtros por su analogo en la optica.

Una transformacion basica en esta familia es el filtro de correccion de luz o correccién gamma (y),
también por su forma se le llama funcién potencia.. Esta tiene la forma normalizada
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NG
A1), a

donde vy es un real positivo y z € [0, A], por lo cual también 2’ € [0, A]. Se pueden identificar dos cla-

ses de transformaciones: la primera corresponde al caso cuando y € (0, 1]. Estas transformaciones van
a realizar un proceso de “aclarado de la imagen”, si observamos las siguientes graficas (Fig. 2.5), pode-
mos ver que las funciones son monétonas crecientes y estan sobre la linea de la identidad, de donde
para todos los valores de z (excepto el blanco y el negro) 2’ estara arriba de la identidad, es decir el
tono sera mas claro.

Fig. 2.5. Funcién potencia 11(z/11)?
El segundo caso corresponde a la situacién cuando y > 1. Lo que sucede ahora es que todos los puntos
estan por debajo de la identidad, por lo tanto la transformacion “obscurecera la imagen” (Fig. 2.6.) en

consecuencia.

A esta transformacion (para los valores de y > 0) se le llama correccion de gammea, debido a la letra que se
utiliza en la funcién potencia.

10 -,

8-}
y=1(identidad) ————
6] =4
-—
7
4 =3
24 2
o /I/ I
2 4 6 8 10

Fig. 2.6. Funcién potencia 11(2/11)19‘

En la siguiente tabla se muestra el resultado de aplicar ésta transformacion para una imagen, usando los
valoresy =2 yy = 2.

FCC — BUAP — Manuel Martin Ortiz - Rev. Enero 2012 16



CAPIiTULO 2. OPERACIONES ORIENTADAS AL PUNTO

Original Y=

Fig. 2.7. Aplicacion de la Fun-
cién potencia

A continuacién se presentan una serie de filtros clasicos organizados segiin su efecto sobre la imagen.

Filtros de aclarado

En este grupo se puede construir una amplia familia. El efecto de ésta es el cortimiento de los tonos
hacia el blanco usandose diferentes reglas.

En general puede notarse que la curva que las funciones analiticas o definidas en tablas tienen las si-

guientes propiedades:

f(0)=0
f(z)>z (2.9)
f(A)=A

a)  Funcion Logaritmica. Se conoce también como transformacion de rango dinamico generalizada,
introduciendo un parametro o se puede modificar la curva de respuesta para incrementar el efecto
de aclarado para los tonos obscuros. Su forma analitica es la siguiente.

2'= Aln(oz +1), a>1,z € [0, A]. (2.10)

Es claro que cuando z=0 = 7z’ = 0, para determinar A pediremos que z’=A cuando z=A, de

donde donde A = A/In (@A+1). La raz6n del porque sumar uno a z en el argumento radica en el
hecho que los valores de z comienzan en “cero” y para este valor el logaritmo no esta definido.

La curva de respuesta de ésta transformacion se muestra a continuacién (Fig. 2.8.), se utilizaron
los valores de a=1, A=31 y p = 31/In(32). Puede verse que es una cutva que aclara mas fuerte-
mente que Funcién Potencia antes discutida. Fsta funcién se utiliza para aclarar imagenes obscu-
ras y aumentar el contraste. A ésta transformacion también se le llama Funcién de Correccién de
Rango Dinamico.
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31

pin(z+1)
-

24

16

T T
0 8 16 24 31
A

Fig. 2.8. Funcién logaritmica p In(z + 1)

En la tabla siguiente (Fig. 2.9.) se muestra la aplicacién a un par de imagenes.

Original Funcién logaritmica

Fig. 2.9. Aplicacion de la funcién de correccion de rango dinamico.

b)  Funcidn seno. Es posible construir una funcién que aclare a partir de la funcién seno en el intervalo

[0, Tt/2]. Se selecciona este intervalo con el prop6sito de aprovechar que en él la funcion es mond-
tona creciente. La transformacion tiene la forma general:

z'= u sin(kz), (2.10)
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para realizar la normalizacion, pediremos que para (z = A) = (2’ = A). Dado que la funcién es

T
uno en 7/2, entonces K = ——.

2A

Y n = A, por lo tanto la funciéon normalizada en el cuadrado (0, A)x(0, A) tendra la forma:

yA

'— Asin| 22
Z'=A sm( ZAJ' (2.11)

©)  Funcion exponencial. Otra forma de obtener un filtro de aclarado es tomar la curva de carga de un
condensador en un circuito RC en serie. La forma funcional es

2= All—e "), donde >0,z € [0,A]. (212)

Es facil verificar que en z = 0 = 2’ = 0. La funcién tiende a A cuando z crece, para determinar el valor

de A pediremos que en z =A = 2’ = A, de donde A=A/(1-e).

Filtros de oscurecimienfto.

La curva que las funciones analiticas o definidas en tablas que oscurecen a una imagen tienen las si-

guientes propiedades:

f(0)=0
f(z)<z (2.13)
f(A)=A

a)  Funcion cosenoidal. Utilizando argumentos similares a los utilizados para la funcién senoidal, se pue-
de construir una funcién cosenoidal normalizada, dado que en el mismo intervalo el coseno varfa
de uno a cero producira un efecto de “negativo”, por lo cual es conveniente realizar una inversion
vertical de la transformacion pura y construir una funciéon mondtona creciente. La forma final es:

7= A (1— cos(’erZB, 2 e [0, Al 2.12)

La curva de transformacién se muestra en la figura siguiente (Fig. 2.10.). Puede observarse que la
funcién cosenoidal esta por debajo de la identidad, por lo que tiene un efecto de oscurecimiento.

En el ejemplo se ha tomado A = 11.
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10

u (1 - cos(kz))

0 —t 1
0 2 4 6 8 10

z
Fig. 2.10. Funcién coseno normalizada

b) Un filtro de oscurecimiento “fuerte” se puede construir con una exponencial creciente y ajustada, su
>
forma funcional es

2'= Ale™" —1),a> 0,2 € [0,A] 2.13)

Luego de normalizar se puede mostrar que A= A/(e” —1).

Filtros definidos por segmentos lineales.

Esta clase define una interesante variedad de transformaciones. Comenzaremos discutiendo el caso de

una funcién continua definida por un punto mévil en el cuadro de trabajo (0, A) x (0, A). La grafica de
la transformacién se muestra en la figura 2.11.

Al cambiar la posiciéon de punto (z, , z°,) se podran pro-
ducir diferentes efectos. Por ejemplo en la posicion en 7z,
que se encuentra el punto en la figura 2.11., este realizara 2 (AN
un proceso de oscurecimiento en general. Si el punto se
hallara arriba de la identidad, entonces el resultado de la
funcién sera de aclarado. La implementacion de la fun-
cién se puede hacer mediante la construccion de las
ecuaciones de las dos rectas que la forman y verificando
simplemente si el tono z del pixel de entrada es menor o (70, 70)
mayor que z,. Y a continuacion evaluar el tono de salida
usando la ecuacién de la recta correspondiente.

v

Fig. 2.11. Funcién Lineal con un
punto mévil.
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Otro caso corresponde al de tres segmentos de recta definidos por dos puntos (z,, z’)) v (z,, 2’,). La
transformacion tiene la forma presentada en la figura 2.12. Esta es mucho mas versatil que la de un
punto, ya que permite crear varias situaciones. Se pueden definir algunos casos particulares notables.

Compresion de rango. 2, = 0, 2, = A. La transformacion ocasiona un estrechamiento en el rango de
7 a respuesta de la iluminacion. La recta queda definida por los
A, A) puntos z, y z,. La recta central pasa por los puntos (z,, 0) y

(25, ), de donde su ecuacion sera:

(22, 22)
Z(z) =mz + b.

dondem =A/(z,—2z)yb=-Az/(2,~2).

(@1, 21) Que satisface las condiciones predefinidas:  z’(z)) = 0 y

Z'(z,) = A. Las cuales se pueden comprobar por simple
inspeccion. Las relaciones que define el algoritmo son:

v

Fig. 2.12. Funcién Lineal con
dos puntos méviles.

1<, = 7'=1
7'=:7,<151, = 1'=ANz-7))(z,-1,)
z>1, = '=1

2.14)
Filtros selectivos claro - oscuro.

Estas transformaciones tienen la caracteristica de tratar a los tonos oscuros de manera inversa que a los
tonos claros. Se pueden clasificar en dos grupos: de aumento o disminucion del contraste.

Los que aumentan el contraste tienen como caso extremo el filtro de binarizacién o alto contraste.
Este modela una funcién de clasificacion categorica con la forma:

7 [0 z<a .15
/ = .
yd A z>a

7 Como se puede observar, ésta transformacion convierte
a la imagen en una imagen binaria o bitonal, en la cual
apareceran solo los tonos blanco y negro.

Como casos intermedios y menos tajantes, tenemos por
ejemplo la transformacion sigmoide. Su forma grafica
se muestra en la figura 2.14. En la parte derecha de la
figura se muestran las propiedades de la funcién.

AII—\
v
N

Fig. 2.13. Filtro de Alto Contraste

Puede notarse que los tonos oscuros (z < a) se oscureceran mas y los claros (z > a) se aclararan mas,
éste comportamiento logicamente aumentara el contraste, es decir la separacion (distincién) entre cla-
ros y oscuros crecera en la imagen transformada por la funcién sigmoide..
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6(0)=0; o(A)=A

o(z)<z si z<a
c(z)=z st z=a
o(z)>z st z>a

Una primera propuesta para construir una siemoide es “montar’
om

a
z

Fig. 2.14. Funcién Sigmoide

una funcién senoidal invertida “sobre” una recta a 45° (es decir la
identidad 7z’ = z), la forma explicita de la funcién es

7 =z - A sin(2nz/A), donde A >0.

Se puede probar que la transformacion cumple con
las caracteristicas que debe cumplir una sigmoide

cona = A/2. El efecto sobte el contraste se puede
regular variando el valor de A. Deben vigilarse los
valores de A para evitar que la salida de la funcion se o
mantenga en el intervalo [0, A]. En la figura siguien-
te (Fig 2.15) se presenta una grafica de la Transfor-
macién sigmoide senoidal, donde A1> A2. En parti-

cular cuando A = 255, los valores para A que man- ’,
tienen la salida en el rango correcto deben estar
entre (0, 40]. '

—l
22

Fig. 2.15. Sigmoide senoidal

Podemos construir otra forma sigmoide basandonos en una funcion del tipo zangente hiperbilica, ésta
funcién en su forma natural se define como

2" = tanh(z) =

Fig. 2.16 Tangente Hiperbdlica natural

eX _ e—X

s (2.16)

e’ +e
En la Figura 2.16 se muestra la grafica de ésta funcién.
Puede notarse que su respuesta estd acotada en el inter-
valo [-1, 1], tiene su cambio de signo en cero y es una

05—

0.0

funcion mondtona creciente.

Si se hace un desplazamiento vertical de una unidad,
otro hotizontal de A/2, se escalan z y 7’ y se introduce

un parametro para controlar la inclinacion de la curva,
llegamos a la forma
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z':lz\ 1+tanh{a(z—12\ﬂ ,a>0  (217)

Puede verificarse que con valores adecuados de a

7(z=0) = /2\(1+tanh(— OZ\jjz ,

2(z=A/2) =0,
2(z=N\) = A(l+ tanh(aAjJ = A.
2 2

Esta transformacion se convierte en una funcién “cuasi - escalén” para valores “grandes” de @, y su
forma es practicamente la del filtro de Alto Contraste. En la figura 2.17 se muestra la transformacion

255

Fig. 2.17 Tangente Hiperbdlica A=255

para varios valores del parametro o. La linea solida corresponde a a=>5 y la punteada a a=10.

Puede notarse que los ejemplos antetiores tienen su punto de inflexién respecto a la identidad en A/2,
es decir el umbral para transformar a los oscuros y los claros se encuentra en el punto medio del rango
de entrada z. Un caso que permite parametrizar el punto de umbralizacion a se puede construir me-
diante una funcién base lineal definida por pedazos, integrandola y normalizandola. Este modelo per-
mite controlar la posicién del punto a de la
Fig. 2.18. Funciones lineales base sigmoide. Partiendo del modelo presentado

u en la figura 2.18,

las funciones base lineales descritas como
u=u(x), son

u=x/a,0<x<q,
u=(A-x)/(A-2),a<x<A

Puede verificarse facilmente que existe conti-
nuidad en la funcién cuando x=a. Integrando
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ésta funcion, definiremos la sigmoide con control de a como

v, 9= [u(v)dv.

Puede notarse que la funcién implicita depende del limite superior de la integral. Para encontrar una
forma explicita de la funcién debemos realizar la integracion, ya que la funcion esta definida por peda-

z0s, entonces sera necesario separarla en dos integrales, la primera de 0 a a y la segundadea a A. Y el
resultado dependera del valor de x, es decir si x < a o bien si x > a.

En el primer caso (x < a) tendremos que
X X 2
u X
y= ju(v)dv =I—dv =—,
0 5 a 2a

X . . .
osea Y= 23’ cuando x < a. Es claro que lo que hemos hallado es una parabola abierta hacia arriba
a

que pasa por el origen es simétrica respecto al eje vertical.

Ahora cuando x > a, dado que el punto de discontinuidad ha sido superado, tendremos que

_a ¢ X—a
& 7% (2A—x-a).
=2 j ¢ 2+2(A o 2A-x-2)

Es simple hallar el area bajo la curva de todo el tridngulo (S), basta con hacer x=A, haciendo la evalua-
ci6én tendremos que

Para normalizar el area total S a A con el propésito de que y(x=A)=A baste con multiplicar por un
factor 2 la funcién. Con esto hemos completado el ciclo de construccion y tenemos la transformacion

deseada, ésta se muestra en la figura 2.19 (A=10, a=4) y a la derecha estd el filtro paramétrico analitico.

10

Z2

— 0<z<a
st Z': a

8 0A-z-a) a<z<A
~a

Un ejemplo interesante de aplicacion de éste filtro es el
2t caso de las huellas digitales humanas de las yemas de los
dedos, en la figura se muestra una huella tipica (2.20 a) y
0 e : : : su histograma (2.20 b). Puede notarse que el punto de

0 2 4 6 8 10

2 umbralizaciéon no corresponde a la mitad del rango de la
Fig. 2.19 Sigmoide parabodlica con control a.
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escala de grises, se observa que a > 127, tomado el valor de a del histograma a mano se tiene que a ~
197, si aplicamos el Filtro Sigmoide Triangular antes desatrollado con el valor de a en 197, se obtiene
una imagen de la huella con mayor contraste entre valles y crestas (2.20 c) a la derecha se muestra el
histograma de la imagen filtrada (2.20 d). Es claro que la nueva imagen presenta mejores caracteristicas
para poder realizar la segmentacion y reconocimiento de ella.

,‘“"M ((ry, iq\
‘ A

[ & 197 &5

© )

Fig 2.20 Huella Digital Humana, Normal(a) y Filtrada(c).

Otra manera de mejorar la calidad de la imagen para la segmentacion consiste en usar un filtro Sigmoi-
de Tangente Hiperbdlica, en la figura 2.21 se muestra la imagen filtrada y su histograma.

Fig 2.21. Huella Filtrada con una Tangente Hiperbolica con parametro 5.

A partir de los filtros de aumento de contraste, se puede construir una familia con el efecto inverso, es
decir de “reduccion de contraste”, la curva tipica de éstos filtros es la forma mostrada en la figura 2.22.
En ésta se muestra una pareja de filtros de la familia.
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10 10
P,
2
0
0 5 10 0
7 0 5 10
Z
3
A 4 A
7 =z + hsin@nz/A) , A=2, A=10 Z'=—+—2 X——| ,A=10
2 A 2
Fig 2.22. Funciones tipicas de reduccién de contraste

En general se pueden construir multiples funciones analiticas o empiricas para la transformacion de
una imagen orientada al punto. Estas se pueden interpretar como una tabla de traduccion de los tonos
de un canal a una nueva curva.
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Capitulo 3.

Operaciones Orientadas a la Region
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Fundamentos

Las operaciones orientadas a la region transforman a la imagen modificando un pixel a la vez y toman en
cuenta para dicha transformacion los pixeles vecinos. Y como es natural la transformacion se puede aplicar
a toda la imagen o a una region de ella.

Diremos que los pixeles vecinos de primer orden son aquellos contiguos a él, en una reticula cartesiana
regular un pixel, digamos aquel ubicado en la coordenada (i, j) tiene 8 primeros vecinos, si denotamos por
I[i, j] al pixel de referencia en la Figura 3.1 se muestran estos.

I[i-1j-11 | I[4j-1] I[i+1,j-1]
I[i-1j] 1[4, j] I[i+1,]]
I[i-1,+1] |[I[4j+1] I[i+1,j+1]

Fig 3.1. Primeros Vecinos del Pixel 1] 1, j]

Muchos filtros regionales utilizan de uno a ocho pixeles vecinos, en particular podemos decir que una
transformacion regional simple que involucra a los primeros vecinos es una transformacion de la forma

I'fi, j]=F([i+ea, j+B), o8 < {-1,0,1}. 3.1)

Existen también transformaciones que consideran vecinos mas lejanos.

3.1. Bordes

Las operaciones mas simples se refieren a las operaciones de diferencia, las cuales modelan a derivadas
bidimensionales discretas. Si consideramos el concepto clasico de derivada unidimensional y consideramos
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el hecho que entre dos pixeles la distancia mas cercana es de un solo pixel, tendremos por ejemplo que en
la direccién horizontal el cambio se puede escribir como:

A _ I[x+ o, y]-1[x,y]

X X

, (3.2)
pero dada la restriccion discreta de cercania entre pixeles, entonces 0x = 1, por lo tanto

ol
5 I[x+1y]-1[xy], (3-3)

mas si quisiéramos hallar los cambios en la imagen mediante la expresion (3.3) debemos tener cuidado ya

que si 8I/0x representa una nueva imagen, entonces no puede set negativa, entonces podemos transfor-
mar (3.3) mediante la aplicacion de la funcién valor absoluto, por tanto una transformacion que encuentre
los cambios en una imagen de manera basica puede escribirse como

ol
gz‘l[x+1, yl-1xy] ‘ (34)

Ahora podemos formular la siguiente pregunta: scual es el sentido de ésta transformacion? La derivada en
principio encuentra el cambio local de una funcién, pero a nivel digital se reduce a medir el cambio entre
dos pixeles vecinos como muestra la expresion (3.4). Por lo tanto si aplicamos esta operacion a una imagen
hallaremos los cambios en la tonalidad de un canal y si en cierta region ésta es constante, entonces el cam-
bio sera nulo, mas donde haya una transicion la derivada digital determinara la tasa cambio. En la figura 3.2
se muestra una imagen y su derivada en la direccién horizontal (x) segin la férmula (3.4), se ha tomado
una imagen con pocas tonalidades para hacer claro el ejemplo. Debemos aclarar que en la orilla derecha
esta operacion no tiene sentido ya que no hay algun pixel con el cual calcular la diferencia.

Bordes ololos

Fig. 3.2 Figura simple (izquierda) y su detivada hotizontal (derecha).
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Puede notarse que el resultado de calcular la derivada horizontal arroja una figura de fondo negro y se han
delineado los bordes de la figura original, es decir la derivada es una operacién que extrae los bordes de la
figura. Esto se puede entender de la siguiente manera: dado que la derivada haya los cambios, entonces en
las zonas uniformes su valor es cero, po lo cual en éstos el fondo es negro y en las transiciones solo queda
el perfil de la figura es decir su borde en la direccion horizontal.

Si desarrollamos ahora la misma idea, pero para la direccion vertical, obtendremos la relacion

?y:l[x,y+1]—l[x,y] ‘ (3.5

En la figura 3.3. se muestra la aplicacion de ésta formula para la figura anterior.

Bordes

Fig. 3.3 Figura simple (izquierda) y su derivada vertical (derecha).

El efecto es similar a (3.4), pero ahora se han demarcado los bordes verticales. Por lo tanto podemos con-
cluir que en general el operador derivada funciona como un detector de bordes y dependiendo de su direc-
ci6én determina los bordes en esa direccion.

Extendiendo ésta idea podemos crear detectores de bordes en diferentes direcciones o bien detectores
para todos los bordes, para esto podemos introducir varios métodos combinando (3.4) y (3.5). Una mane-
ra sencilla de hacer la combinacién es

ol = max{&, 5}. (3.6)

Donde max indica el mayor de los argumentos. Si aplicamos esta operacién obtendremos los bordes o
contornos de la imagen como se muestra en la fig. 3.4.
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(AN A Y NI N\
contorno contenine

Fig. 3.4. Una imagen (izquierda) y el resultado de aplicar la férmula 3.6 (derecha).

Puede observarse que ahora se han hallado los bordes en ambas direcciones. La importancia que tiene la
determinacién de los contornos de una figura dentro de una imagen radica en que muchos algoritmos
requieren que se demarquen los objetos que estan contenidos en una imagen. Algunas de las aplicaciones
mas importantes que requieren de ésta operacion como paso previo son las siguientes:

e Conteo de objetos

e Localizacién de objetos

e Medicion de las caracteristicas métricas de los objetos

e Determinacion de las caracteristicas geométricas de los objetos

e Discriminacién por tamafio o forma de objetos

e Reconocimiento éptico de caracteres (OCR: Optical Character Recognition).

Es posible formular otros modelos para el calculo de bordes a partir del concepto de detivada, a continua-
cion se presentan algunas formulaciones tipicas.

3.2 Detectores basados en el gradiente.

El gradiente es una operacién que determina la direcciéon de maximo crecimiento de una funcién, en el
caso de dos dimensiones y en su version continua se define como una operacion que se aplica a una fun-
cion de dos variables f(x,y), su forma matematica es

Vf(x,y):fafg;’y)+jaf(x’y). (3.7)

oy

Donde 1Yj son los vectores unitarios en las direcciones x e y. Si quisiéramos aplicar esta forma de la deri-
vada para una funcién bidimensional, como es el caso de una imagen, en particular para una imagen digital
nos enfrentamos al problema que los pixeles representan un valor escalar y no vectorial, por lo cual debe-
mos hacer una simplificacion de la expresion (3.7), tomando como base las relaciones (3.4) y (3.5) pode-
mos tomar la magnitud de (3.7) en forma digital, por lo tanto usando la norma L2 para la magnitud del
vector tendremos que

Vool [x y]= (3.8)
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Lo cual se puede escribir como

Vool [ y]=J(x+1 y]- 1% y ] +(1[x y + 1] 1[x, Y] . (3.9)

Pero como la diferencia maxima que podemos encontrar en una imagen de L bits por pixel en alguno de
sus canales es 2'-1, entonces podemos tener valores fuera de rango hasta por factor de dos, ya que cada
término al cuadrado puede tomar ese valor. Para evitar este problema debemos acotar la salida, de donde la
forma de (3.9) adaptada a un ambiente digital puede escribirse de la siguiente manera

Ve l[xy]= max{\/(l [x+1y]-1[x y]? +(1]x, y+1]-1[x, y]} 2" —1}. (3.10)

Y otro mecanismo puede ser el introducir un factor /2 fuera del radical, de donde otra version es

Vool [X y]=;\/('[><+1, yl- 1y + (D y+1]-1]x y]f . (3.11)

Un método menos avido de operaciones numéricas de punto flotante es utilizar la norma L1 o “de cua-
dras”, en ésta se toman las diferencias completas en las direcciones x e y como si se caminase en una ciu-
dad con manzanas cuadradas e iguales y la regla es que solo se puede caminar obre las calles sin ingresar a
las manzanas en diagonal. Usando ésta norma tendremos que el gradiente digital en norma L1 tomara al-
guna de las siguientes formas:

2" -1 (12

Ve l[xy]= maxﬂl [x+1 y]-1[x, y]+[1[x, y+1]-1[x, ]

Ve l[xy]= ;{jl [x+1y]-1[x y]+[1[x y+1]-1[x, y]\} (3.13)

En la figura 3.5. se muestra el efecto de (3.11) y (3.13) sobre una imagen.

VENOR &

(a) Original (b) L1 ©L2

Fig. 3.5. Gradiente digital de una imagen

Podemos notar que la evaluacion de (3.11) y (3.13) solo involucran al pixel de referencia, al que esta a su
derecha y al que esta debajo de ¢l. En la figura 3.6a se muestran los pixeles involucrados. Algunos autores
introducen un Gradiente Aproximado haciendo participar a otro pixel del entorno del pixel de referencia
como muestra la figura 3.6b. Las flechas indican las diferencias consideradas. La férmula resultante es

V o nprox| [x,y]= Fﬂl[x +1y+1]-1[x, y]\ +|1 [x, y+1]- 1[x+1, y]\} (3.14)
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I[x,y] Ix+1,y] Ix,y] I[x+1,y]
e <
Ixy+1] Ixy+1] | I[x+1,y+1]
(@) (b)

Fig. 3.6. Gradiente — puntos relacionados

Fig. 3.7 Imagen y su gradiente aproximado

Donde la funcién F se puede escoger como se hizo en (3.12) y (3.13).
Comparacion de los modelos de gradiente

La siguiente secuencia de imagenes muestra el resultado de aplicar cada uno de los modelos de gradiente y
se presentan algunos comentarios.

Imagen Comentario

6 P @ Original

L2. Puede notarse que el resultado es una imagen
oscura y los bordes tienen una intensidad uni-
forme.

L1. Los bordes tienen una intensidad variable y
son mas claros.

Aproximado. La intensidad es alta, pero los
%E bordes son muy gruesos y llegan a interceptarse.

Fig. 3.8. Imagen y gradientes digitales.
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Debido a que estas operaciones utilizan la primera derivada digital para determinar los bordes, se les cono-
ce como detectores de primer orden.

3.2. Laplaciano y Convolucion.

A las operaciones diferenciales digitales basadas en la segunda derivada les llamaremos operaciones de
segundo orden. Si evaluamos la segunda derivada en la direccion de x, partiendo de (3.4) tendremos que:

d o (al
2 5)((5)()
- O (1bx+1y]-1[xy)
(x+2 y]=1[x+1y)-(1x+2y]-1[x y])

8%

8%

Simplificando la tltima relacion, tendremos que

5°1

o = I[x+2,y]-21[x+1 y]+1[xy], (3.15)

si centramos las diferencias respecto al pixel ubicado en la coordenada (x,y) haciendo x [J x-1 tendremos
que

o2l

o " I[x+1y]-21[x,y]+ 1[x=1y]. (3.16)

A esta relacion se le lama segunda diferencia central. Podemos rescribitla usando la siguiente interpretacion:
“buscar la diferencia entre un pixel y sus vecinos laterales”. De donde (3.16) quedara

o2l

5o = (vl 1be1y)+(Dyl-1lx-1y)),

que se puede expresar como

5°1

Sy = 21[x, y]-1[x+1y]-1[x-1y],

o bien

gj)l( = —I[x+Ly]+21[x, y]-1[x-1y]. (3.17)

Esta relacion es simétrica y difiere de (3.16) solo por un cambio de signo en cada uno de los términos de la
parte derecha. Es decir la segunda diferencia expresa el cambio entre un pixel y sus vecinos. Desarrollando
la expresion equivalente en la direccion y obtendremos que
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5°1

oy —1[x, y+1]+21[x, y]-1[x,y-1], (3.18)

. ., . 2 ., .
Si ahora recordamos la expresion para el Laplaciano (V7) de una funcién de dos variables, tenemos que

o1 ot

ViE(X,y)=——+ 3.19
(x,Y) x oty 3.19)

5

Que en su version digital corresponde a la segunda diferencia combinada en x e y por tanto

V2| - o B
= E—i—ﬂ
= —I[x=1y]+21[x y]-1[x+1 y]-1[x,y=1]+21[x,y]- 1[x-1y]
= —I[x=1Ly]-1[x y-1]+4I[x y]-1[x+1 y]-1[x, y +1]

1 2 . P I . .
si acomodamos los elementos que definen V°I en una cuadricula segin su posicion relativa al pixel en (x,y),
tendremos que

—————————————————————————————————————————————————————————————————

_________________________________________________________________

En este modelo geométrico podemos ver como el Laplaciano cuantifica la diferencia entre el tono del pixel
ubicado en la posicion (x, y) y sus vecinos horizontales-verticales laterales. Si formamos una matriz con los
pixeles vecinos del pixel centrado en (x, y), es decir un ventana de la imagen I de 3x3 alrededor del pixel
citado y por otro lado extraemos los coeficientes del arreglo bidimensional en la expresion (3.20), tendre-
mos que

0 -1 0 Ix-Ly-1] 1[x,y-1] I[x+Ly-1
Vi yl=| -1 4 -1|®| Ix-1y] I[xy] I[x+1y] |=M®TL[xy]
0 -1 0 Ix-Ly+1] 1[x,y+1] 1[x+1y+1]

Definicion. E/ simbolo & es una operacion entre matrices denominado convolucion, éste produce un nimero real de tal
forma que los elementos de las matrices se combinan uno a uno multiplicandose y los productos se suman, analiticamente:

Sean N y B dos matrices cuadradas en "< " con elementos de matriz; (a, ).y (b;) respectivamente, entonces

A®B:anzn:aijbij:z, | zeNR. (3.21)

i=1 j=1

Este producto se puede interpretar como un producto escalar entre matrices cuadradas.
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Usando ésta terminologfa podemos decir que el Laplaciano de un pixel de una imagen digital bidimensio-
nal es la convolucién entre la matriz M dada por

0 -1 0
M,=|-1 4 -1 (3.22)
0 -1 0

y la ventana de 3X3 centrada en el pixel de referencia E[X, y]. Este genera un nimero que se asignara al

pixel (x, y) de la nueva imagen T' [x,y]. Dado que el tono debe estar en el intervalo [0, 2"-1] donde L es la
profundidad en bits de la representacion de la imagen en cada canal, es claro que no puede haber tonos
negativos y como la convoluciéon de M, con la ventana podria producir tales eventos puede usarse alguna
de las siguientes reglas o una combinacion de ellas para evitar el suceso:

1. Aplicar la funcion valor absoluto al resultado. Eliminacion directa de valores negativos.
2. siz<0=2=0,siz>2"1 = 2 =2"1. Ajuste al intervalo vilido de salida.
Se ha introducido un indice (+) por la forma en que estan ubicados los términos (-1) en la matriz.

La aplicacion del Laplaciano debe considerar que el los bordes de la imagen (superior, inferior, derecho e
izquierdo) no sera posible calcularlo, dado que estos carecen de alguno de los vecinos requeridos para la
evaluacion, por lo tanto si la imagen tiene dimensiones horizontal- vertical n [J m, entonces el ciclo de
aplicacion se debe aumentar o reducir un pixel en cada borde dependiendo del caso, por lo tanto el algo-
ritmo puede quedar de la siguiente manera.

for (G =1
for (j =

o1
for B =-1..1)
s « s + M[a, BI*I[x+ o, y+ B]
I'[x,y] <« s

Fig. 3.9. Algoritmo para aplicar una convolucién de 3x3.

Donde se han modelado los indices de la matriz de convolucion entre -1 y 1 con el objetivo de acceder de
manera simple a los elementos de matriz de la ventana de la imagen correspondientes.

3.3. Otros detectores de Bordes de segundo orden

La matriz M de 3x3 que representa la operacién asociada la Laplaciano se puede interpretar al ser aplicada
a una ventana de la imagen T[X, y] como la diferencia entre el pixel central ubicado en [x, y] en la imagen y
sus vecinos en el este (E), oeste (O), norte (N) y sur (S) (geograficamente) como indica la relacion (3.20).
Podriamos introducir otra matriz de convolucion similar, pero que tomase las diferencias entre el pixel
central y los pixeles vecinos ubicados en las posiciones geograficas NE, NO, SE y SO, ésta matriz de con-
volucién es un Laplaciano rotado un angulo de 45° (es decir /4). Su forma es la siguiente:
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-1 0 -1
M,=|0 4 0 (3.23)
-1 0 -1

El simbolo X como subindice representa la ubicacion de los términos -1 en la matriz. Este es un buen de-
tector de bordes diagonales, es la siguiente figura se muestra el efecto de las transformaciones regionales

M, y M, sobre una imagen de contornos simples.

@ (®) ©

Fig. 3.10. Figura Simple (a) y sus Laplacianos en + (b) y X (c).

Puede notarse que los bordes de la Fig. 3.10c son mas gruesos que los de 3.10b.

Es posible definir otras formas para el Laplaciano, una inmediata es aquella que considera las diferencias
del pixel central a sus ocho primeros vecinos, la matriz de convolucion para éste tiene la forma

-1 -1 -1
Mgy, =|-1 8 -1 (3.24)
-1 -1 -1

Puede notarse que el elemento central ahora es ocho debido a que tenemos ocho diferencias respecto al
pixel central. Una variante posible consiste en invertir los signos de los coeficientes de (3.24), resultando la
mattiz

-1 -1 -1
My, =|-1 8 -1 (3.25)
-1 -1 -1

Enla figura 3.11 se muestra el efecto de (3.24 y (3.25) sobre la imagen antetior.
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@ (®) ©

Fig. 3.11 Aplicacion de los Laplacianos 8V+ (b) y 8V- (c) sobre la imagen (a).

Puede notarse como 8V+ y 8V- detectan los bordes de diferente manera, en particular note en efecto en
las lineas inclinadas y el numero dos enmarcado.

Existe una gran familia de detectores de bordes modelados mediante matrices de convolucion de 3x3, a
continuacion se presenta una relaciéon de los mas importantes.

3.3.1. Operadores de Sobel

El modelo estima las componentes del gradiente mediante las siguientes relaciones:

] -1 0 1
G,=_=|-2 0 2 (3.26)
OX
-1 01
-1 -2 -1
G’y=3= 0 0 O (3.27)
oy
1 2 1

Estos permiten hallar las componentes del gradiente y a partir de ellas determinar su magnitud y direccion,
éstas se pueden calcular mediante las relaciones tipicas

G= % =|ic, + j6,|= G} +G; (328)

G y
tan(®) = (3.29)

X
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En la Fig. 3.12 se muestra el efecto de G, G, y G sobre una imagen.

OPERACIONES ORIENTADAS A LA REGION

BUAP
F CC

b 14

—_— LS

_-/.\.._.j_;'_‘i__

= S §

=3 s A\

BUAP
F CC

(a) Original

(b) Negativo de Gy

() Negativo de G,

(d) Negativo de G

Fig. 3.12. Aplicaciéon de los operadores de Sobel.

Puede notarse como G, y G, se complementan para formar G, detectando cada uno los bordes verticales
(G)) y horizontales (G,) respectivamente.

3.3.2. Otros operadores de bordes de 3x3

a) Operadores de Prewitt
-1

=-1
-1

5 _

X

9
X

01
01
01

b) Operadores Simples de diferencia de primer orden

0 0 0

5X:£Z: ~1/2 0 1/2
OX

0 0 0

¢) Operadores Diferenciales Combinados de segundo orden

0 0 0
Q=§= —2 1

X
0 0 0

5 0 1 O
Cy=5= 0 —2
0 1

-1 -1
ﬁ:izo 0
Y1 1
0 -1/2 0
5,=2 |0 0
Y lo w2 o
~1/4 0 1/4
Q=&5= 0 0 O
1/4 0 -1/4
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3.4. Filtros de suavizado — Medias

Uno de los problemas que se atacan con filtros de convolucion de 3x3 es del suavizar imagenes. Este pro-
ceso se relaciona con la reduccion de las transiciones fuertes. Un efecto que tiene éste grupo de filtros es la
reduccién de ruido, a costa de la pérdida de algunos detalles.

3.4.1. Media aritmeética

El modelo mas simple corresponde a la media aritmética., este considera la media de los pixeles en un en-
torno de 3x3 centrado en un pixel (x, y). En el siguiente diagrama se muestra que pixeles se consideran:

renglon | A A A Media renglon

y Ax-l ¥ Ax LY Ax+1 Ly :> y A’x Y

Ax—l ,yt+l Ax,y+1 A‘X+1 ,y+1

columna X columna X

Fig. 3.13. Proceso de la media aritmética

Para determinar el valor del tono A’( | en el canal k se utiliza simplemente la media atitmética de los valo-

res de los pixeles del canal k de la imagen original considerando los primeros vecinos del pixel (x, y). Anali-
ticamente tendremos que:

I{xy}:;;;?;ﬂx+Ly+j] (3.30)

Esto se puede rescribir posicionalmente de la siguiente manera:

Ix-1,y-1] 1[xy-1] I[x+1y-1
®| 1[x-1y] 1[x, y] I[x+1,y]
Ix-1y+1] I[xy+1] 1[x+1y+1]

Ixy]=

De donde la mattiz de convolucién que modela a la media aritmética resulta:

M.\ = (3.31)

O Ok Ok
O Ok O
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Légicamente este filtro se puede aplicar en el cuerpo de la imagen, excepto en las orillas, donde se deben
usar estructuras reducidas debido a la carencia de todos los vecinos. Se puede entender que el efecto de la
meedia aritmética es de suavizamiento (soften), ya que los pixeles vecinos se pareceran debido a la mezcla que
se produce entre ellos. Una observacioén que se puede hacer es que la imagen se hara borrosa y las transi-
ciones fuertes (bordes) se disolveran parcialmente. En la figura siguiente se muestra una imagen y su me-
dia, note por ejemplo el efecto en los cabellos de la frente de la chica como se disuelven, asi como el resto
de detalles.

Fig. 3.14. Imagen y su media aritmética (aplicada 4 veces).

3.4.2. Media ponderada

Es posible modelar otros procesos para la media, como por ejemplo la media ponderada. Esta considera
modificar el peso que tiene el pixel central ubicado en (x; ), en el modelo antetior todos los pesos son
iguales a §, si modificamos el peso del pixel central a un valor arbitratio positivo, digamos p, entonces
dado que debemos preservar el rango de salida de la matriz de convolucion, debemos modificar el peso de
los pixeles vecinos. Una manera de garantizar que la salida no sobrepase el rango permitido debido a la
representacion de cada canal ([0 ... 2"-1], donde L es la profundidad en bits). Podemos notar que la mattiz
de convolucién de la media aritmética se puede esctibir como:

MMA:

©jk Ok O~
©jFk Ok O~
©f= © o
©|
[ N Y
Y
[ N Y

Es decir la suma de los coeficientes de la matriz es la unidad, esto garantiza que no salgamos de rango. Por
lo cual si modificamos el peso del pixel central (de referencia), entonces podemos escribir la matriz de
convolucion para la media ponderada como:

111
~ 1
MMP(p):ﬂ 1 p1 (3.32)
11
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Que se reduce al caso de la media aritmética cuando p = 7. En general para éste filtro, vamos a considerar
que p = 0. Podemos afirmar que la media ponderada es una funcioén del peso p. El caso cuando p = 0,
equivale a sustituir al pixel en (x; y) por el promedio de sus vecinos. Cuando p es grande comparado con la
unidad la influencia de los vecinos se ve reducida y cuando p = 7 todos los vecinos contribuyen igual que el
pixel central al valor de salida.

Algunos autores [5] llaman a éste filtro: Filtro de Paso Bajo (Low Pass Filter). Debido a que incrementa las
transiciones suaves y reduce las fuertes, estos etiquetan algunas matrices de convolucién con valores de p
especificos, por ejemplo cuando p = 2 se denomina al filtro: LP1 (Low Pass 1), p = 4: LP2y p = 12: LP3.

En la siguiente figura se muestra el efecto de la media ponderada para dos valores de p.

) (b) ©

Fig. 3.15. (a) Imagen de microscopia. (b) LP1. (c) LP3.

3.4.3. Media Gaussiana.

Es muy popular el filtro de la media gaussiana, este se basa en considerar una curva gaussiana de revolu-
ci6én alrededor del pixel central de una matriz de convolucion. La curva en dos dimensiones de la funcién
de Gauss es:

4
’ (1, y-1) % y-1) (1, y-1)
Z 2
I 1,y) &) )
1
. / . . \ (X—l, y+l) (X, y+l) (X-i-l, y+1)
-2 ' -1 ' 0 ' 1 ' 2

Fig.3.16. Curva Gaussiana y Pixeles Vecinos al (x, y).

La funcién que se propone para modelar la funcion es la siguiente:

z=24e""? (3.33)
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De esta manera en x = 0, z = 4. Esto se hace para tener un valor entero cuando x = £1, z = 2, lo cual co-
rresponde a los pixeles vecinos del (x, y). Y para los pixeles de las esquinas la distancia del central es de

/2 donde z ~ 1. Se usan los mismos argumentos para la direccién vertical. Con estas observaciones, la
matriz de convolucion quedara:

Gauss

1121
62 42 (3.34)
121

En la figura siguiente se muestra el efecto del filtro de la media gaussiana.

Fig.3 .17.
(a) Imagen Original

(b) Aplicacién del Filtro Gaussiano

Puede notarse la reduccion en la luz de la imagen y que al igual que la media aritmética la imagen se hace
menos nitida.

A éste filtro también se le lama Gaussiano Fuerte y existe una variante lamada Gazussiano Débil, el cual utiliza
el valor de 0.9 para la desviacion estandar de la curva de Gauss. Para éste caso se utiliza la funcién

z=127%10° (3.35)
12 1
10
o 1 /\
RS AR
+1 X
21T/ N
0 / : : :
-2 1 0 1 2
X

Fig. 3.18. Curva Gaussiana con media cero y desviacion estandar 0.9.

FCC — BUAP — Manuel Martin Ortiz - Rev. Enero 2012 43



CAPIiTULO 3. OPERACIONES ORIENTADAS A LA REGION

Puede notarse en la figura que para x = 1, tenemos que z = 4 y que para x = +/2 , tenemos que z = 1. La
matriz de convolucion para este filtro de media tiene la forma:

1 1 4 1
M‘Gauss—Débil = 7 4 12 4 (336)
1 4 1

Puede notarse que el peso del pixel central es bastante alto comparado con sus vecinos. En general se pue-
den modelar otros filtros de ésta clase eligiendo valores para Ay S en la expresion:

Z(x)=Ae'S (3.37)

Para formar la matriz de convulsion, se deben tomar los valores de z para cuando x = 0, 1, x/i . El prime-
ro valor se asigna al centro de la matriz, el segundo a los valores (N, S, E, O) de la matriz y el tercero para
las esquinas de ella (NE, NO, SE, SO). Y finalmente el peso exterior se calcula como

P= 1/(z (0)+4Z (1) +4Z (ﬁ)) (3-38)

3.4.4. Media Geométrica.

Una manera no lineal de calcular un promedio consiste en utilizar una norma cuadratica [6]. Se define la
media geométrica de un conjunto de datos
X ={X, Xy Xy}, <X >a=0/X%, X, (3.39)

Este tipo de filtro se puede aplicar a un entorno de 3x3 o (2k+1)x(2k+1) con k un natural. Para el caso de

3x3 tendremos que el filtro se podra evaluar mediante la expresion

1

1
|'[x,y]=%_n1_n1|[x+i,y+j] (3.40)
i=—1 j=—
Donde el simbolo IT indica el producto extendido, es decir:
b
klj f(n=f(@f(@+)f(@a+2)---f(b-2)f(b-21) f(b)

Es claro que la evaluacion de la media geométrica es mas pesada que el de la media aritmética por el tipo
de operaciones que realiza.

3.4.5. Promedio Direccional.
Este considera las cuatro direcciones indicadas en la figura siguiente, se realiza el promedio de tres datos en
cada una y se asigna a la salida el mayor de ellos [6].
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P1

P3 \

P4

Fig. 3.19. Direcciones base para la media direccional.

Los promedios que se toman alrededor del pixel (x, y) son los siguientes:

p, =(1[x=1y=1]+ I1[x, y]+[x+1 y +1])/3

p, =(1x-Ly]+1[x y]+[x+1y])3

p, = (I[x =1y +1]+ I[x, y]+[x+1,y-1])/3 (3.41)
p, = (1[x, y =1+ 1[x, y]+[x, y +1])/3
I'[x,y]=max( p,, p,. s, Ps)

3.4.6. Media Armoénica y Contra Armoénica.

Estos son procedimientos estan basados en evaluar la media de los reciprocos en un entorno de 3x3. Para
la Media Armdnica 0] en caso de haber un tono negro en la region la salida se hace cero (negro).

La manera de hacer la evaluacion es la siguiente:

Ix-1y-1]1[x,y-1] 1[x+1y-1]
Z, ={1x=-1y}1[x y)1[x+1y] ,
Ix-Ly+1 1[x, y+1} I[x+1,y+1]

(3.42)
0 sialgin zZ, =0
1 _ 9
xy]= g con S=
S = Z,
Para la Media Contra Armidnica 6], el procedimiento es:
0 si todos los Z, =0
I'[x,y]= Z. si k=c es el tunico no nulo (3.43)

SC 9 9
4ocon S, =>7{,S,=>7Z¢
S, k=1 k=

En la figura siguiente se muestra el efecto de los cuatro ultimos filtros comentados.
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Fig. 3.20.

(2) Imagen Original, (b) Media Geomé-
trica, (¢) Media Direccional, (d) Media
Armoénica, (€) Media Contra Armoénica

3.4.7. Mediana

Un método que se usa de manera frecuente para eliminar el ruido debido a fallas en los sistemas de registro
de imagenes digitales, tal como la “sal” y “pimienta”, es el filtro de la mediana. Entenderemos como “sal”
puntos blancos (saturados) en una zona obscura y que han producido por una falla del detector y “pimien-
ta” aquellos puntos negros (no registrados) en una zona clara. La figura siguiente muestra imagenes con
este tipo de ruido.

@ ()

Fig. 3.21. Imagenes con “sal” y
“pimienta”.

El algoritmo consiste en tomar un entorno alrededor de un pixel (x; y), por ejemplo los 9 elementos en una
region de 3x3, ordenar los elementos y elegir el central como valor de salida.

Tomando el conjunto Z,; del ejemplo anterior (media armoénica y contra armonica), el conjunto se organi-
za en forma de vector, de tal manera que:

Z3x3 = (Zla ZZ> Z3> Z’4) Z’S) Z()a Z73 ZS: Z()):

Luego del ordenamiento el vector quedara:
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Loy =L, 12,0, 0,0,0,7,,7,7,), donde por ejemplo Z°, < 77, ; orden creciente.
Y entonces la mediana sera:
med = med{Z.,}= Z,;[5].
Y finalmente el pixel central se sustituird por la median, es decir:
P[x, y] = med. (3.44)

En la figura siguiente se muestra el efecto de aplicar éste filtro a las imagenes de la figura 3.21.

@ (0

Fig. 3.22. Imagenes con “sal”’ y
“pimienta”, luego de aplicar el
filtro de la mediana.

Puede notarse la eliminacion del ruido del tipo “sal” y “pimienta” de las imagenes luego de aplicarse el
filtro de la mediana.

El efecto puede explicarse de la siguiente manera: si en una regién hay un parasito blanco y/o negro luego
de ordenar el conjunto, estos se colocaran en las orillas del vector ordenado:

Z3x3 = (Z’la Z,Za Z’33 Z,4a Z,S: Z’6> Z’7> Z,S: Z,‘)):

Donde 2, sera un negro natural o un parasito y Z’, sera un blanco natural o un parasito. Al tomarse como
salida el elemento Z’;, los parasitos se eliminan. Si los parasitos caen en una zona negra (o bien blanca) no
afectan la salida.

3.4.8. Media recortada o alpha - trim (K, m).

Este procedimiento es una combinacion de la media aritmética y un ordenamiento [6]. La idea consiste en
ordenar un entorno por ejemplo de 3x3 y luego cortar las orillas (un elemento) y a continuacion realizar el
promedio. A este filtro se le llama alpha-trim (3,1), donde el primer indice indica el tamafio del entorno y el
segundo el nimero de pixeles recortados en cada extremo.

La formula para el filtro es la siguiente:
Dado un entorno de KxK pixeles

ZKxK = (Zb ZZ) e Z ZKxK)’

> HRxK-1>
Se construye el vector ordenado

L= LG 00 . 0 2 ki)

> KxK-1>
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Y se evaltia el promedio eliminando m elementos en cada extremo, de tal forma que:

K2-m
P,y = o (K m)fs vl = 32 (3.45)

Para ordenar se puede usar cualquier método que sea eficiente para conjuntos pequefios de datos.

En la figura siguiente se muestra la aplicacion de dicho filtro sobre una imagen ruidosa.

@ ()

Fig.3.23.
Imagen ruidosa,

Aplicacion del
filtro at(3,2)

Puede notarse que no se eliminan completamente los puntos de ruido, solo se atentan y aparecen como
puntos grises en vez de puntos de sal y pimienta.

Existen otros métodos para la eliminacién de ruido tipo sal y pimienta como es el filtrado en el espacio de
Fourier o esquemas similares, los procedimientos antes expuestos son ampliamente utilizados dada su
simplicidad.

3.5. Repujado - (relieves y luces)

En cartografia, artes graficas y algunas aplicaciones cientificas se requiere visualizar informacion sobre los
cambios en la imagen, estos se relacionan como es natural con derivadas direccionales. Una manera de
observar los cambios es modificar la referencia de la derivada, moviéndola de cero a un punto diferente, es
comun utilizar para esto el punto medio del rango de la gama de tonos.

3.5.1. Repujados simples

Podemos introducir como primer caso el de las derivadas direccionales hotizontal y vertical, definiendo la
referencia en A/2 en la ecuacion (3.4) y eliminando el valor absoluto, luego de una normalizacién de rango
tendremos que:

A _A Mx+1yl-l[xy]
X 2 2 ’

(3.46)
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podemos notar que ahora el segundo término puede manejar signo, lo cual ocasiona que en las transicio-
nes donde éste sea positivo se ubicaran a la derecha de A/2 y los de signo negativo a la izquierda de este
valor. Es decir los valores donde el cambio sea cero se presentaran como un fondo gris ubicado en la parte
central del rango, las zonas con cambio positivo seran mas claros y donde la derivada sea negativa mas
obscuros, en las artes graficas a éste proceso se le denomina Repujado. En la figura. 3.24 se muestra un
ejemplo de la situacion para el rgpujado horizntal.

@ ®)

Fig. 3.24. Figura en grises (a) y su repujado X (b)

Puede notarse como la imagen resultante se presenta como una figura en relieve (figura 3.24-b), si obser-
vamos por ejemplo el pelo del personaje podemos notar que del lado izquierdo al pasar del fondo (la pa-
red) y el cabello se va de un tono claro a uno obscuro y la derivada resulta negativa, obteniéndose un tono
un poco mas obscuro del fondo y del lado derecho el proceso es inverso, el tono obtenido es mas claro.

Para la direccion vertical se puede definir una derivada de manera similar, obteniéndose que:

A _A 1[x, y+1]-1]x, y]

, 3.4
& 2 ) (3.47)
Este proceso remarcara las transiciones en la direccion vertical, al proceso se le denomina repzjado vertical en
la figura 3.25 se presenta una imagen simple para percibir las diferencias entre el repujado horizontal y el
vertical.

Fig. 3.25.

(a) Figura Original

(b) Repujado Horizontal

(c) Repujado Vertical
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Puede notarse en la figura 3.25-(b) como se marcan los bordes horizontales y en la 3.25-(c) los verticales,
para el cuadro y la circunferencia inscrita en él. En el primer caso se simula una lampara ubicada a la iz-

quierda de la figura que ilumina los bordes del relieve y en el segundo una luz ubicada en la parte superior
de la figura en relieve.

Usando otro tipo de detivada se pueden lograr diferentes efectos de iluminacion sobre los objetos en relie-
ve. En las figura 3.26 se utilizé una derivada tipo Robinson con las 8 orientaciones dadas por la rosa de los
vientos.

&
K
<

Fig. 3.26. A la imagen central se le ha aplicado un Filtro de convolucién de Robinson en las 8 direcciones
geograficas.
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En la tabla siguiente se muestran las matrices de convolucion utilizadas, puede como notarse la simettia y
distribucion de coeficientes ocasionan los efectos ilustrados en la figura 3.26.

-1 -1 0 -1 -1 -1 0 -1 -1
-1 0 1| NO 0 0 O] N 1 0 -1| NE
0 1 1 1 1 1 1 1 O
-1 01 -1
-1 01 O -1| E
-1 01 -1
0 1 1 1 1 1 1 1 O
-1 0 1| SO 0 0 O/ S 1 0 -1} SE
-1 -1 0 -1 -1 -1 0 -1 -1
Fig. 3.26. Matrices de repujado direccional de Robinson
En cada caso la aplicacion de éstas matrices se hace mediante la siguiente relacion:
] A 7
I [X, Y] = E"' Mo (0) @ [X! y] (3-49)
Donde @indica la direccién deseada, @ = {NO, N, NE, O, E, SO, S, SE}.
Se definen los operadores de segundo orden de Robinson como:
-2 -1 0 -1 -2 -1 0 -1 -2
-1 0 1| NO 0 0 O] N 1 0 -1| NE
0 1 2 1 2 1 2 1 0
-1 01 1 0 -1
-2 0 2| O 2 0 -2| E
-1 01 1 0 -1
0 1 2 1 2 1 2 1 0
-1 0 1| SO 0 0 07} s 1 0 -1| SE
-2 -1 0 -1 -2 -1 0 -1 -2

Fig. 3.27. Matrices de repujado direccional de Robinson de segundo orden

En este caso el mecanismo de aplicacion es el mismo que para primer orden y el relieve es mas pronuncia-

do.
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Capitulo 4.

Operaciones Geometricas
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Fundamentos

Una operacion geométrica es aquella que cambia el tamafio, forma u orientacion de una imagen. En gene-
ral no se puede considerar un filtro, pero corresponden a transformaciones utiles en el procesamiento digi-
tal de imagenes. Por ejemplo cuando se requiere escalar, orientar, empalmar una imagen se pueden apro-
vechar dichas operaciones.

En muchos casos al aplicar una operacion geométrica cambia el tamafio de las imagenes, esto debe tomar-
se en cuenta para el desplegado y las operaciones de la interfase de deshacer y rehacer.

Estas operaciones corresponden mas al graficado por computadora que al procesamiento digital de image-
nes en particular, pero ya que este material trata de dar una visién general de las tareas mas importantes del
procesamiento se incluyen como tema de importancia.

4.1. Cambios de tamano.

Las operaciones mas frecuentes corresponden a las de cambio de tamafio, a estas muchas veces se les lla-
ma operaciones de zoomz por su analogfa con el efecto que hace una lente en una camara analégica o digital.
Vamos a distinguir dos clases de métodos: aquellos que reducen el tamafio y los que lo incrementan. A los
primeros se les llama de reduccion y a los segundos de ampliacion. En el primer caso es claro que se producira
una pérdida de informacién en la imagen resultante debido a que el tamano de la misma es menor y en el
segundo caso se tendran que proponer algoritmos que propongan como estimar el tono o color de los
pixeles nuevos que se crean al ampliar la imagen. En este caso debemos estar concientes de que se “inven-
tara” informacion que no esta presente en la imagen original, lo cual puede producir arefactos en la imagen
ampliada. Diremos que un artefacto es un elemento que es producido por un algoritmo de transformacion
que no esta presente en la imagen original, pero aparece en la imagen producto de la transformacién. En
general los artefactos no son deseables pues introducen elementos indeseables que se pueden considerar
como ajenos a los datos originales.

Las transformaciones mas simples de cambio de tamafio corresponden a la ampliacién por 2 en ambas
dimensiones y la reduccion a la mitad de ellas.

4.1.1. Ampliacion al doble simple.

El algoritmo consiste en la duplicacion de cada pixel en la imagen resultante, es decir ya que el alto y ancho
de la imagen final corresponden al doble del valor de las propiedades correspondientes originales lo mas
simple es reproducir el pixel original en los vecinos mapeados.

Si nos enfocamos en el pixel que se encuentra en la coordenada corriente (x, y), entonces en la imagen
ampliada le corresponderan cuatro pixeles en la coordenada (2x, 2y) en la imagen ampliada, en la figura 4.1.
se muestra el fenémeno.
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Fig. 4.1. Pixeles correspondientes al mapeo de duplicacion del pixel 1] 1, j].

El algoritmo de ampliacién simple basado en la matriz de represtacion de la imagen con C canales y di-
mensiones originales en la horizontal (n) y en la vertical (m) es el siguiente:

amplia 2X(Matriz I, Matriz S, n , m, C){
for (J =0, m-1){ 3" = 23;

for (1 = 0, n-1){ i’ = 2i;
for (( k =0, C-1){
v = I[lr jr k];
st , 37 4, kl = v;
S[i"+1, 3" , k] = v;
S[i" , 3'+1, k] = v;
S[i’+1, 3'+1, k] = v;

}
Puede verse que el procedimiento corresponde a una copia en los cuatro pixeles de la imagen de destino.

Debemos recalcar que las dimensiones de la imagen resultante seran 2n [ 2m. Y deberan preparase pre-
viamente las dimensiones de la matriz de salida (S) y del bitmap que la alojara. A este método se le llama
“del flojo”, ya que no hay esfuerzo para hacer la ampliacién y luego de varias aplicaciones cada pixel cre-
cera como un cuadro que se duplicard en cada paso, lo cual es un efecto poco agradable, pero no se esta
creando informacion nueva.

4.1.2. Reduccion a la mitad simple.

Considerando que la imagen resultante tendra la mitad de ancho y alto respecto a la original, el método
consiste la insercion de los pixeles pares de la imagen original (0, 2, 4, 6, ...) en la imagen resultante y en la
eliminacion sistematica de pixeles intercalados (1, 3, 5, 7, ...) de la imagen original. El proceso se debe
hacer en las dos dimensiones de la imagen original, por tanto en este caso se perdera informacion al reali-
zarse la reduccion.
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El algoritmo de reduccion simple basado en la matriz de represtacion de la imagen con C canales y dimen-
siones originales en la horizontal (n) y en la vertical (m) es el siguiente:

reduce 0 5X( Matriz I, Matriz S, n , m, C){

n’ [n/2]; // donde[] indica la parte entera
m’ = [m/2];
for (j =0, m’"=-1){ 3’ = 27;

for (1 = 0, n'-1){ i’ = 2i;

for ( k =0, C-1){
S[i, j, kI = I[i", 3", k] 7

}
Es claro que al realizar este proceso se pierde el 75% de la informacién que contiene la imagen original y
en caso que no se guarde una copia de ella el proceso inverso no recuperara dicha informacién. En la figu-
ra siguiente (Fig. 4.2.) se hace muestra el efecto de éstos dos procesos.

Ampliaciéon 2X Original Reduccién 0.5X

Fig.4.2. Ejemplo de ampliacién y reduccion simple.

La imagen original corresponde a una huella digital registrada con una resolucién de 127x127 pixeles en
tonos de gris, Puede verse como al realizarse la ampliacion se produce el fenémeno de pixeleo, es decir los
pixeles originales se expanden como un pixel cuadrado.

4.1.3. Ampliacion al doble con promedio.

El algoritmo consiste en la estimacion del tono de los pixeles a crearse mediante un esquema de interpola-
ci6én usando los vecinos del pixel original, en general se pueden utilizar diferentes estrategias, se presenta
una considerada simple. La idea es promediar los vecinos horizontales y verticales para estimar el tono de
los tres pixeles que deben producirse. En el esquema siguiente se muestra de manera esquematica el proce-
so considerando el pixel de la imagen original en la posicion (x, ).

FCC — BUAP — Manuel Martin Ortiz - Rev. Enero 2012 55




CAPIiTULO 4. OPERACIONES GEOMETRICAS

1%, y] A I[x+1,y]
B C
Ix, y+1] I[x+1,y+1]

Fig. 4.3. Contribuciones de los pixeles vecinos a los tres estimados

Los tonos asignados a los pixeles A, B y C son los siguientes:

A=(Ixy] +Ixt1,y]) /2,

B=(xy] +Ixyt1]) / 2,

C=(x,y]+ Ix+1y+1]) /2.

En este caso el algoritmo de ampliacién con promedio toma la siguiente forma.

amplia 2X media(Matriz I, Matriz S, n , m, C){
for (j =0, m-1){ J" = 23; Jjp = J+1;

for (1 = 0, n-1){ 1’ = 2i; ip = i+1;
for ( k =0, C-1){
v =1I[1i, J, kl;
S[l’ ’ j’ ’ k] = vy
S[i’+1, 37 , k]l = (v+I[ip, 3, k1)/2;
S[l’ ’ j,+lr k] = (V+I[j—1 jpl k])/z;
S[i’+1, j’+1, k] = (v+I[ip, Jjp, k1)/2;

Este procedimiento no pixelea a la imagen, pero introduce informacién que no esta presente en la imagen
original, lo cual para cierto tipo de aplicaciones no es conveniente. El uso del procedimiento se justifica
para una visualizaciéon donde no es trascendente la informacion y es mas importante la visualizacion estéti-
ca de ella. Debe adecuarse el algoritmo en la frontera izquierda e inferior dado que no se cuenta con toda la
informacién necesatia para aplicarlo al pie de la letra.

En la figura siguiente (Fig. 4.3.) se muestra la ampliacién simple y la de la media.
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Ampliacion 2X Original Ampliaciéon 2X - media

Fig.4.3. Ampliacion simple y por el método de la media.

Puede notarse que la imagen producida usandose la media es mas suave y ligeramente borrosa. Esto se
debe a que la media como sabemos elimina ciertos detalles. Razén por la cual el pixeleo no es nototio.

4.1.4. Ampliacion y reduccion por interpolacion bilineal.
Una pregunta interesante es, ¢sera posible ampliar o reducir en una proporcion que no sea el doble o la

mitad? La respuesta es afirmativa, esto se logra utilizando un método de interpolaciéon. Vamos a presentar
el caso bilineal.

Supongamos que deseamos estimar nuevos valores intermedios de una funcién - analicemos primero el
problema en una variable - dado un conjunto finito de N valores (p,, q,) para ella. Supongamos ademas
que la variable independiente se ha evaluado a intervalos uniformes, es decir p, = p,+ k Ap (con Ap=cte),
de tal suerte que q, = f(p) yk =0, 1,2, ... N-1. Pensemos que la funcién ahora debera ser estimada en M
puntos entre el primero de la lista y el tltimo de ella [p, ,py]-

La nueva particién sera ahora p’,= p,+ k A’p, donde k = 0, 1, 2...N’-1 y debe cumplirse que p’,=py. Una
forma ingenua de tratar de hacer la estimacion es ir del dominio a la imagen, pero esto es un problema mal
planteado. L.a manera correcta de hacer el nuevo muestreo (resampling) es ir de la imagen al dominio.

En la figura siguiente (Fig. 4.4.) se hace una representacion grafica del proceso, algo que podemos esperar
es que el primer punto en las variables primadas corresponde al primero de las no primadas y el ultimo de
las primadas se va al ultimo de las no primadas, mas ¢qué sucede con en k-ésimo de las no primadas? Este
en general se va a un punto exacto en la variable no primada o bien a un punto intermedio.

Si asumimos que la evaluacion de las variables p y p’ se hace en posiciones enteras simples segun su indice,
entonces podemos decir que el espacio E = [0, N-1] se transforma en el E” = [0O,N’-1].
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Fig. 4.4. Esquema de interpolacién en una dimension.

Y los valores de la funcién que son conocidos corresponden a los del espacio E, de tal forma que p=f(k) y

k € E. Ya que se deben guardar las proporciones entonces:

= (4.1)

donde N, N’ y k’ son enteros, pero x no lo es necesariamente. Ya que lo que queremos calcular es el valor

de la funcién entonces podemos estimar las contribuciones en los extremos enteros que contienen a X, €s
decir k y k+1. Definiremos la cercania de x a cada extremo (Fig. 4.5.) como el porcentaje de contribucion
de cada extremo, de tal forma que mientras mas cerca esté de un extremo la contribucion serd mayor.

k X k+1

Ci C2

Fig. 4.5. Contribuciones de los extremos a un punto intermedio X.

Es claro que la distancia entre k y k+1 es la unidad, por lo tanto C, + C, = 1. Definiremos analiticamente
la cercania de x al extremo izquierdo como a = (1-C)) y al extremo derecho como B = (1-C,). Y ya que co-
nocemos los valores de la funcién en k y en k+1, entonces el valor estimado en kK’ sera:

f(ky=a*f(k)+p* f(k+1) @2)

Asi mientras mayor sea la cercanfa a un extremo este contribuird mas a f(k). Este procedimiento se conoce
como wmapeo inverso o método de remmuestreo. El algoritmo es el siguiente:

Entrada : Ny las parejas (k, flk] ) con k=0,1,2,..N-1. N>1

:N,conN>1  // nimero de puntos donde se estimara la funcion.

Salida : las parejas (K, g[k’]).
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float F, x, 4, a ,b
int k', k
F = N/N’
for (k’=0, N’-1){
X = F*k’
k [x] // parte entera de x
d = x-k
a = 1-d
b=4d
glk’] = a*flk] + b*f[k+1]
}

Este método se puede extender a dos dimensiones, ahora debemos considerar que la funcién sera de dos
variables, es decir f = f(x, y). Donde x e y seran enteros y f real en general. Ahora un punto del espacio
escalado N’XM’ se debe estimar de la funcién conocida en el espacio NXM.

El método consiste en encontrar el cuadro definido por los puntos (i, ) y (i+1, j+1) que contiene al punto
(p, 9) que proviene del mapeo de un punto exacto (1, j°), asi entonces se deberan calcular las contribuciones
por cercania de los valores conocidos de la funcion en {(, j), (i+1,)), @, j+1), @+1, j+1)}. En la figura si-
guiente se esquematiza el proceso.

1

Fig. 4.6. Mapeo inverso bidimensional

Las ecuaciones ahora vendran en parejas y debemos considerar las contribuciones de cada uno de los cua-
tro puntos que contienen al punto (p, q). Siguiendo la légica del mapeo en una dimension, tendremos que
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ahora debemos estimar las contribuciones por cercanfa de las cuatro esquinas del “cuadro” donde cae
(p,q)- Procediendo, tendremos que:

p=i'F,q=j'F, donde Flz:\\:l,Fzz:\\/l/l' (4.3)
Las cercanias hotizontales serin:

a=1-C,f=1-C, (4.4)
y las verticales

a'=1-D, f'=1-D, (4.5)
donde

C,=p-[p}C,=1-C, y D,=q-[q} D, =1-D, (4.6)

y las contribuciones se calculan como los productos de las cercanias y los valores de la funcién conocida,

de donde:
'@, ) =ad (4, )+ P T(i+1 j))+af (4, j+)+a' B T(1+1 j+1) (4.7

Se deja como ejercicio escribir el algoritmo correspondiente al escalado por mapeo inverso bidimensional.

Fig. 4.7. Se muestra una imagen de Microscopfa: (b) Original, (a) reducida al 75%, (c) aumentada al 125%.

En el ¢jemplo (Fig.4.7) se ha modificado la imagen el mismo porcentaje en ambas dimensiones, a este
proceso se le llama escalado isomeétrico debido a que se guardan las proporciones horizontales y verticales si-
multaneamente.

En general se puede programar el algoritmo de tal manera que los porcentajes de cambio sean diferentes
en la direccion horizontal y vertical, a dicho proceso se le llama escalado libre.
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4.2. Rotaciones.

Otro proceso frecuente sobre las imagenes es el de rotacion, éste consiste en girar la imagen un angulo
definido, se pueden desarrollar rotaciones simples sobre dangulos tales como +n/2 (£ 90°) y = (180°) o
bien rotaciones en angulos arbitrarios 6. El uso de esta transformacion se encuentra por ejemplo en la
alineacion de las imagenes respecto a clerta referencia para realizar una presentacion adecuada en la solu-
cioén de algunos problemas. Una aplicacion de la rotacion simple de £ 90° es para ofrecer una vista de una
imagen que fue adquirida con el dispositivo de registro perpendicular al modo estandar, por ejemplo por
una camara digital o un escaner.

Un detalle a considerarse en el proceso de rotacion es el hecho de que la imagen puede cambiar de tamafio
respecto a la original y una zona de la imagen rotada contenida en un lienzo rectangular debera ser llenada
con un color arbitratio.

4.2.1. Rotacion simple de + 90°.

Este procedimiento se puede considerar como un reacomodo de los pixeles que conforman a la imagen
original y el problema consiste en saber ¢donde se ha de reubicar cada pixel?, consideremos como imagen
base la siguiente (Fig. 4.8.), ésta contiene un trazo que nos permite analizar e identificar el destino de cada
pixel luego de la rotacion. Consideremos las dimensiones horizontal y vertical en pixeles de la imagen co-

N mo N y M respectivamente.
—>
* b Al efectuar una rotacion de 90° en la direccién contratia a las maneci-
llas del reloj respecto al centro de la imagen, se producira una transpo-
sicién de las dimensiones de la imagen de tal forma que el numero de
M columnas sera ahora M y el de renglones N.
v lc d Los puntos de referencia {a, b, ¢, d} (esquinas de la imagen)se ubicaran

en nuevos lugares como se muestra en la figura 4.9.

Fig 4.8. Figura base para el

. . Podemos notar que si la informacién de la imagen original esta en una
estudio de las rotaciones d S que s ormacion d gen original es

matriz R[i, j], entonces i € [0, N-1] yj € [0, M-1]. Si R’[’, ] contiene a

la imagen rotada entonces i’ € [0, M-1] y j € [0, N-1]. Esto quiere

decir que los indices han intercambiado sus recorridos, para encontrar la relacion entre R y R” podemos
M fijarnos en los puntos de referencia. Puede verse que los renglones

< > {allb}se han convertido en columnas, pero el recorrido se hace de
forma inversa {blJa}. Por otro lado las columnas {allc}se han conver-
b d tido en renglones y el recorrido no ha cambiado de direccion en la
N imagen rotada.

Asi entonces la relacién entre las matrices se puede establecer como:

R’[i, j] = R]j, N-1] (4.8)
Fig.4.9. Figura base rotada
90°. Se han simplificado la notacién para los indices para facilitar la imple-
mentacion y pude observarse que para cada matriz los rangos son los
correctos. De aqui (Ec. 4.8.) se pude extraer el algoritmo de rotacion,
éste se puede escribir de la siguiente manera:

FCC — BUAP — Manuel Martin Ortiz - Rev. Enero 2012 61



CAPiTULO

4. OPERACIONES GEOMETRICAS

rota 90 (mat R,R’; int M,N) {

Np = N-1

for (i=0,N-1) {ip = Np-i

for (j=1,M-1)
for (c=0,Nc-1)
R"[i1, J, c] = RI[J, ip, c]

}

}

Donde Neindica el nimero de canales de la imagen. Se deja como ejercicio analizar el problema de la rota-
cioén de -90°, es decir 90° en sentido de las manecillas del reloj y escribir el algoritmo respectivo.

4.2.2. Rotacion simple de 180°.

Tomando como referencia la Fig. 4.8.

, es claro que no tiene caso proponer una rotacion a la derecha y otra

a la izquierda, ya que ambas llevan al mismo resultado. El resultado de dicha rotacion se muestra en la Fig.
4.10. En este caso es claro que las dimensiones de la imagen no se han modificado, el nimero de colum-

—N
A q 8
M
v b a

Fig.4.10. Figura base rotada
180°.

nas y reglones sigue siendo el mismo. Y lo que ha sucedido es un
cambio en la posicion de los pixeles de tal manera que los indices de
los renglones y las columnas ahora corren al revés. La relacion entre
la matriz original R[i, j] y la transformada R’[”. j’] se puede mostrar
que es:

R’ j] = R[N-1-1, M-1+] 4.9)

De aqui se puede escribir el algoritmo correspondiente a la rotacion
de 180°.

Np = N-1
Mp = M-1

rota 180 (mat R,R’; int M,N) {

for (i=0,N-1) {ip = Np-1i
for (3=1,M-1) {jp = Mp-j
for (c=0,Nc-1)
R’ [1, jr cl] = R[ipr jpl c]

4.2.3. Rotacion libre directa.

Una forma sencilla de realizar una rotacion libre un angulo 0 es utilizando la matriz de rotaciéon que nos
ofrece la geometria plana, esta matriz tiene la forma:

R() :(

cosd sin@
—sin@ cosé

(4.10)

Las propiedades mas relevantes de ella son:
1. No se modifican las dimensiones de los objetos respecto al centro de rotacion.

2. Su determinante es la unidad.

FCC — BUAP — Manuel Martin Ortiz, - Rev. Enero 2012 62



CAPIiTULO 4. OPERACIONES GEOMETRICAS

3. Esuna transformacion lineal, lo cual implica que R(a + ) = R(a) + R(5) .
4. Suinversaes R™(0) = R(~6), de tal suerte que
R*(O)R(O) =R(-9R(H) =R -0) =R(0) =T =identidad

Entre los problemas que debemos atender para aplicar esta transformacion estan los siguientes:
1. Se debe definir un centro de rotacién para aplicar la transformacion.
2. Antes de aplicar la transformacion sera necesario calcular el tamafio de la imagen rotada y de éste
las dimensiones de la matriz donde se almacenara.
3. Dado que los lienzos son rectangulares, se deben rellenar las esquinas de la imagen rotada con

algiin color arbitrario, ya que para la mayoria de los valores de 0 la imagen rotada sera mas grande
que la original (las excepciones se dan para 6=290° y 180°). Esto introducita informacién que no
esta presente en la imagen original.

4. Como 0 es arbitrario en general al transformar la coordenada (x, y) de algun pixel, dado que x e y
son enteros, la transformacién nos regresara un numero real y nos veremos obligados a redondear,
esto puede provocar que mas de un pixel de la imagen original se mapee en el mismo en la imagen
transformada. Esto puede provocar que algunos pixeles no se llenen y se produzcan huecos (que
forman patrones de tipo mosaico) en la imagen transformada.

El primer aspecto se puede resolver usando el “centro” de la imagen como eje de rotacion, esto implica
que se debe aplicar una transformacién de translacién T(-N/2, -M/2), rotar y luego deshacer la traslacién
inicial TIN/2, M/2), esta es la regla que las técnicas estandares de graficado indican. Es normal que este
proceso genere coordenadas negativas, motivo por el cual se debe introducir una correcciéon ya que los
indices de las matrices no deben ser negativos en general.

El segundo problema se puede resolver mapeando las esquinas de la imagen original, es decir transformar
los puntos {(0, 0), (N-1, 0), (0, M-1), (N-1, M-1)}, y a partir de su mapeo encontrar las dimensiones del

lienzo que contiene a la imagen rotada.

El tercer asunto se puede resolver eligiendo un color de fondo, se llena la matriz de destino ya dimensio-
nada y luego se mapea la imagen original punto a punto.

Y finalmente el cuarto problema (redondeo) se incluye en el algoritmo al momento de hallar los indices del
pixel transformado.

A continuacién se ira construyendo de manera modular el método de rotacion considerando los proble-
mas y algunas posibles soluciones a los problemas antes enunciados.

Fase 1. Mapeo de las esquinas.

Si aplicamos la traslacion al centro de la imagen y aplicamos la matriz de rotacion a las esquinas del lienzo
que contiene a la imagen obtendremos cuatro puntos, llamemos a las esquinas {x[k], y[k] : k = 0...3} ya
los puntos transformados { p[k], qlk] : k = 0...3}. El algoritmo de transformacién puede quedar de la
siguiente manera:

1. Copiar las esquinas al arreglo.
x[0] = 0;y[0] = 0; x[1] = N-1; y[1] = 0; x[2] = 0; y[2] = M-1; x[3] = N-1; y[3] = M-1;
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2. Aplicar la transformacién compuesta a cada punto:

Pl T N/2-MI2)R@OT(NI2M12) (“.11)

K K
De forma operativa tendremos:

N2 = N/2; M2 = M/2;
ct cos(0) ; st = sin(0);
for (k=0,3){

xp = x[k] - N2; yp = ylk] - M2;
XTr = xp*ct + yp*st; yr = -xp*st + yp*ct;
plk] = xr + N2; glk] = yr + M2;

}

Puede notarse que el punto central de la imagen y las funciones trigonométricas se han calculado una sola
vez. Como se discutié anteriormente p[k] y q[k|] pueden ser negativos, en la figura 4.11. se muestra el
fenémeno.

v

)

Fig. 4.11. Rotacién de las esquinas del lienzo que contiene a la imagen

El rectangulo punteado representa el lienzo rotado y los ejes a trazos el centro de rotacion. Respecto al
sistema original de coordenadas del lienzo es notorio que el punto A’ tendra su abscisa negativa, el B’ su
ordenada negativa, D’ su abscisa mayor que N-1 y C* su ordenada mayor que M-1. Es claro que pueden
presentatse otros casos si cambiamos el dngulo de rotacién 0. Para determinar el tamafio del nuevo lienzo
podemos calcular las cotas de los puntos p[k] y q|k], de donde podemos definir:
pl = min{p[k]}; p2 = max{pl[k]}; gl = min{qgl[k]}; g2 = max{q[k]};

donde k= 0...3. Con estos valores se tendra que el tamafio del lienzo que contiene a la imagen rotada
serd:
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Np=p2-pl+1, Mp=q2—-ql +1;
Y se debera considerar el corrimiento que introducen pl y ql para que las coordenadas en el nuevo lienzo
sean no negativas.

Fase 2. Caleulo de los nuevos indices luego de la rotacion.

Con los parametros antes evaluados podemos rotar la imagen transformando los indices de la matriz que la
representa, el algoritmo puede quedar de la siguiente manera:

// Redimensionar la matriz de salida R’: NpxMp
// La matriz de entrada R tiene dimensiones NxM

// Llenamos la matriz de salida con un color de fondo arbitrario
for (j = 0, Mp-1)

for (1 = 0, Np-1)
for (c= 0, Nc)
R’ [i, j, c] = ColFondo;

// sx y sy son los corrimientos acumulados
sx = pl + N2;
sy = gl + M2;
for (j = 0,M-1){yp = § - M2;
for (1 = 0, N-1){xp = 1 - N2;
Xr xp*ct + yp*st;
yr = -xp*st + yp*ct;

I -

ip = [xr + sx];
jp = [yr + syl;

for (¢ = 0,Nc) R’ [ip, Jp , c] = RI[i, J, cl;

En la figura siguiente se muestra una imagen y un par de rotaciones (30° y 60°) de ella, se utiliz6 como
color de fondo un gris neutro (127, 127, 127).

®)

Fig. 4.12. Una imagen (a) y dos rotaciones directas de ella (b) 30° (c) 60°

©
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La figura 4.13. muestra una ampliacién de la imagen rotada 45°, pueden verse los arfefactos en forma de
atrones periddicos que se producen por la rotacion libre directa.

Fig. 4.13. Ampliacion de la imagen rotada 45°.

Los artefactos tienen una estructura que depende del angulo de rotacion aplicado. A este fendmeno se le
llama generacion de puntos ciegos, este es introducido por el redondeo que se hace luego de transformar los
indices de las matrices que representan a la imagen.

4.2.4. Rotacion libre inversa con interpolacion lineal.

Una manera de evitar estos artefactos es utilizar la idea que se manejo en el escalamiento libre en la seccion
4.1.4., es decir si en vez de enviar los indices de la imagen original a la rotada utilizamos el algoritmo de
interpolacion lineal inversa y construimos cada pixel de la imagen rotada a partir de las contribuciones de la
original entonces no habra puntos ciegos, pero introduciremos un ligero suavizamiento de la imagen debi-
do a la interpolacion.

Los pasos para realizar la rotacion son similares hasta la fase 7 antes propuesta y el cambio esencial se hara
en el proceso de mapeo o sea cambiaremos la fazse 2 por un procedimiento de interpolacion inversa.

Fase 2a. Interpolacion lineal inversa para la rotacion.

Dado que ya conocemos el tamafio del lienzo nuevo que recibira la matriz rotada primero procederemos a
llenarlo con algun color de fondo arbitrario. Posteriormente vamos a mapear un punto del lienzo rotado y
evaluaremos las contribuciones por cercanfa de los pixeles que contienen el punto transformado. La trans-
formacion ahora se deberd hacer en sentido contrario, esto le da el nombre de inversa, es decir dado un pun-
to con indices enteros en la imagen rotada (i, j) debemos encontrar su correspondiente en la imagen origi-
nal (x, y) como un real en general. La transformacién toma la forma:

FCC — BUAP — Manuel Martin Ortiz, - Rev. Enero 2012 66



CAPIiTULO 4. OPERACIONES GEOMETRICAS

@j =T(-N'/2-M'/2)R(-6)T(N'/2,M '/2)@ (4.12)

El algoritmo puede quedar de la siguiente manera:

// note el cambio de signo en st = sin(-0) = -sin(0)
// xXr = ct*x’ - st*y’
//  yr = st*x’ + st*y’

//
Np2 = Np/2; Mp2 = Mp/2;
for (3 = 0, Mp-1){yp = J - Mp2; ys = - st*yp; yc = ct*yp;
for (1 = 0, Np-1){xp = 1 - Np2;
Xr = ct*xp + ys;
yr = st*xp + yc;

x = xr + Np2;

y = yr + Mp2;

ip = [x]; // parte entera de x
jp = [yl; // parte entera de y
il = ip+1l; // indice derecho a i

jl = jp+l; // indice inferior a j

cl = x - ip;
dl =y - Jp;

al =1 -=¢cl; // al =1 - cl = c2
bl = cl ; // bl =1-c¢c2=cl

a2 =1 -dl; // a2 =1 - dl = d2
b2 = dl ; // b2 =1-d2 = dl

fl = al*a2; £2 = bl*a2; £3 = al*b2; f4 = a2*b2;

for (c=0,Nc)
R’ [i,3,c] = f1*R[ip,Jjp,cl+f2*R[1il,Jjp]l+£3*R[ip,]jl,c]l+f4*R[1i1l,]1]

En el codigo se han introducido algunas optimizaciones para evitar el computo repetitivo de algunos facto-
res que participan en las evaluaciones. Se incluyen algunos comentarios explicativos referentes a la factori-
zacién de términos en los ciclos sobre iy j de computo.

En las figuras de 4.14 se muestra la aplicacion de la rotacion libre inversa con interpolacion lineal, puede
verse en ellas que no aparecen artefactos en la imagen rotada.

En la figura 4.15. se muestra una ampliacién de la imagen rotada 47° para poder observar que no hay arte-
factos importantes presentes.
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Fig. 4.14. Una imagen (a) y dos vistas con rotacion libre inversa de 30° (b) y 60° (c).

Es obvio que este procedimiento de rotacion si bien es mas complicado ofrece un mejor resultado que la
rotacion libre directa y se compone de la rotacion aunada a la interpolacion lineal por cercanfa.

Fig. 4.15. Imagen rotada 47°, note que no hay artefactos notorios.
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4.3. Otras operaciones de interés.

Es posible definir otras operaciones geométricas especiales que pueden ser utiles para la correcta presenta-
cion de algunas imagenes. A continuacion se enuncian algunas, se deja como ejercicio su implementacion.

4.3.1. Reflexion horizontal.
Esta consiste en intercambiar las columnas de una imagen. La figura 4.16. ilustra la transformacion.

é

Fig. 4.16. Reflexion horizontal

4.3.2. Reflexion vertical.
Esta consiste en intercambiar los renglones de una imagen. Ia figura 4.17. ensefia el efecto.

é

Fig. 4.17. Reflexion vertical

4.3.3. Reflexion doble.

Esta consiste en intercambiar las columnas y renglones de una imagen. La figura 4.18. muestra el cambio.

é

Fig. 4.18. Reflexion doble

4.3.4. Estiramiento horizontal.
Esta consiste en hacer un zoom sélo en la direccion horizontal. La figura 4.19. indica el resultado.
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—p

Fig. 4.19. Estiramiento horizontal

4.3.5. Estiramiento vertical.
Esta consiste en intercambiar las columnas de una imagen. La figura 4.20. ilustra el proceso.

Q

Fig. 4.20. Reflexion horizontal

4.4. Operaciones geomeétricas complejas.

Para algunos problemas se deben aplicar operaciones geométricas de mayor complejidad. Por ejemplo
cuando se adquiere una imagen satelital puede ser muy pronunciado el efecto de la curvatura de la tierra y
para que la vista de la imagen mantenga las proporciones usuales se debe hacer una correccion geométrica.
Esta debe corregir el efecto de curvatura y producir una imagen plana.
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Fundamentos

En muchos problemas el objeto de trabajo no es una imagen aislada sino se ven involucradas una pareja o
una serie de imagenes. El tipo de operaciones de éste tipo de mayor uso corresponden a el calculo de dife-
rencias y la fusioén de varias imagenes, mas es posible implementar otro tipo de operaciones.

En muchos casos el resultado de la operacion entre imagenes genera una imagen de un tamafio distinto a
los objetos inicialmente involucrados, razén por la cual de la misma manera que en las operaciones geomé-
tricas la situacion debe ser tomada en cuenta para el manejo del resultado.

Las problemas base que reciben mayor beneficio de estas operaciones son aquellos en los que se ven invo-
lucradas comparaciones entre imagenes. Un problema que utiliza estas rutinas en su forma mas primitiva
es el correspondiente a la deteccion de movimiento, de manera general podemos decir que la solucién
simple se alcanza hallando la diferencia entre dos imagenes obtenidas de manera secuencial en el tiempo y
que corresponden a un mismo escenario en el cual uno a varios elementos han cambiado de posicién. La
diferencia entre los cuadros puede ayudar a encontrar el cambio de posicién de algunos objetos.

5.1. Planteamiento General.

Como se ha discutido en este material una imagen se puede manejar a través de su representacion matri-
cial, donde M}, j, ¢/ representa el pixel ubicado en la posicion (7/) correspondiente al canal ¢, donde el pri-
mer indice corre entre 0 y n-1, el segundo entre 0 y m-1, y c entre 0 y nc-1, siendo n el ancho de la imagen,
m el alto de ella y nc el nimero de canales que se han adquirido.

Si ahora consideramos dos imagenes en ésta representacion (M, y M,) es posible implementar operaciones
aritmeticas y logicas entre ellas a nivel de pixeles, donde al operar cada pareja obtenemos un resultado que
puede ser almacenado en una nueva matriz (My), la cual corresponde a la imagen resultante del proceso. Si
asumimos que el operador A indica una operacioén binaria bien definida entonces podemos construir la
siguiente asociacion:

ML j, o] = Mifij, ] AL, o] G

Esta indica que en la posicion (i, j) para cada canal de la imagen resultado asignamos el valor que atroja la
operacion A al operar los pixeles en la posicion (i, j) de las imagenes base.

5.1.1. Eleccion de rangos.

El algoritmo debe correr los indices 1y j, pero en general M, y M, no tendran las mismas dimensiones, por
lo tanto no es evidente decir en que rango han de moverse dichos indices. En la fig. 5.1a se muestra un
caso referente a ésta indeterminacion. Existen dos estrategias para eliminarla, la primera y mas simple co-
rresponde a alinear las imagenes base en su borde izquierdo superior (fig. 5.1b), que corresponde al indice
matricial (0, 0, ¢) y operar solamente la region de ellas que se traslapa, es decir el area comin o interseccion,
esto definira el rango de aplicacién y a su vez el tamafio de la matriz resultante. Es facil deducir que los
rangos en cada dimension estan definidos como:

nn = max{nl, n2}, mm = max{m1, m2}. (5.2)
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nl n2 nn

m1 Ml m2 M2 M2

@ ®)

Fig. 5.1. (a) Pareja de imagenes a operar, (b) zona comun de las imagenes

Donde n, corresponde al ancho de cada imagen y m; a sus altura. Con estas salvedades podemos proponer
un algoritmo de operacion entre dos imagenes, vamos a definir este como #zétodo de alineacion superior.

Método de alineacién superior

Entrada : Ml de nlxmlxnc, M2 de n2xm2xnc
Salida : MR, nn, mm.

nn = max(nl, n2)
mm max (ml, m2)
dimensionar MR a nnxmmxnc,
for (j=0, mm-1)
for (i=0, nn-1)
for (c=0, nc)
MR[i, J, c] =M1[i, j, c] A M1[i, j, c]

En el caso que una imagen sea mas pequefa que la otra en ambas dimensiones (supongamos que M2 es la
menor) es posible producir un efecto de montaje, es decir elegir un punto dentro de M1 (X0, Y0) respecto
al cual se haga la alineacién de M2, y en ese punto se aplica la operacion entre pixeles para la region comun
entre m1 y M2. Enla fig. 5.2. se muestra la idea.

nl n2
+—>

A
m2 I M2 M1
ml Ml Y0

X0

A
v

@ )

Fig. 5.2. (a) Pareja de imagenes a operar, (b) colocacion de M2 dentro de M1 en el punto (X0,Y0)
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A esta estrategia definida por las restriccion de que M2 este inscrita en M1 se le puede llamar Método de
inseripeion. Bl algoritmo puede tomar la siguiente forma:

Método de inscripcién

Entrada : Ml de nlxmlxnc, M2 de n2xm2xnc, (X0,Y0)
Salida : MR.

dimensionar MR a nlxmlxnc
copiar M1 en MR

J =7%Y0; 33 =0

while (j<ml)é&& (jj<ml) {
i =X0; ii = 0
while (i<nl) &

& (1i<n2) {
for (c=0, nc) MR[i,j,c] = M1[i,],c] A Ml[ii,j],c]
i4+4; 1i++
}
J++; 334+
}

En este algoritmo se han cambiado los for por while con el proposito de evitar operar pixeles fuera de rango
en las imagenes de entrada.

5.1.2. Operaciones tipicas: suma y resta.

Los operadores mas simples corresponden a la suma y resta de imagenes. En el caso de la suma debemos
considerar la posible saturacion, ya que como los valores de los tonos de cada pixel varfan entre [0, A-1],
entonces la suma puede alcanzar un valor maximo de 2* (A-1), lo cual no es admisible por la capacidad de
representacion tonal en la imagen, por lo tanto debemos realizar una normalizacion, la tipica corresponde a
introducir un factor multiplicativo de /2 luego de realizar la operacion, esto limitara la salida tonal al rango
base [0, A-1]. Otra alternativa es utilizar la funcién de acotacioén de rango supetior (fars):

X+y XxX+y<A-1
fars(x,y) = (5.3)
A-1 X+y=>2A

En la siguiente figura (fig. 5.3.) se muestra el resultado de cada norma.

A B (A+B)/2 fars(A, B)

Fig. 5.3. Suma de imagenes: con norma /2y con norma fars

Puede notarse como la norma 7’z entrega una imagen mas obscura que la correspondiente a la norma fars.
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Es claro que las imagenes elegidas son un poco obscuras, en el caso que hayan sido muy claras se hubiera
producido en ambos casos saturacion (fig.5.4.).

A B (A+B)/2 fars(A, B)

Fig. 5.4. Suma de imagenes: con norma %2y con norma fars. Observe la saturacion.

En aquellos casos que se deba realizar la suma y se quiera evitar la saturacion, es posible construir una
combinacién lineal entre los pixeles de las imagenes que no tenga peso (72) para cada uno. Una forma
simple es construir una salida es hacer una combinacion lineal de la forma

Z=oX+ py,donde a+p=1. (54

Esto permite ponderar la importancia de cada imagen en el resultado. La condicion a+B3=1 se puede im-
poner o bien se pueden dejar libres a y 3 dependiendo del problema. En la siguiente secuencia se hace una
composicion mediante combinacion lineal con las imagenes de la figura 5.4.

a=0.2 =04 a=10.6 a=0.8

Fig. 5.5. Combinacion Lineal de imagenes con diferentes valores de «, usando a+3=1.

La resta entre imagenes se puede utilizarse por ejemplo para encontrar diferencias entre dos cuadros, en
particular es posible implementar tres tipos de salida debido al potencial valor negativo que la resta puede
producir, en términos generales la salida tendra la forma g = x — y. Que tendra un valor entre [-A+1, A-1] ,
en particular los valores negativos no son representables de manera directa, pero haciendo algunas consi-
deraciones sera posible visualizatlos. El caso mas simple para obtener el resultado es aplicar la funcién
valor absoluto,

z, = |x—y]|. (5.5)

Este esquema no permitira distinguir entre las diferencias negativas y positivas. Esta resta tiene la propie-
dad de ser conmutativa.

FCC — BUAP — Manuel Martin Ortiz, - Rev. Enero 2012 74




CAPIiTULO 5. OPERACIONES ENTRE IMAGENES

El segundo modelo se construye usando el ajuste de media o norma shift, su forma analitica es
z,= (A-1)/2 +(x—y)/2. (5.0)

Esta operacion no es conmutativa y retiene informacion de la operacion (x-y) y es posible distinguir el re-
sultado con (y-x). El fondo es una clase de gris para imagenes en tonos de gris y produce tonos comple-
mentarios cuando las imagenes estan en colores.

El tercer modelo corresponde a la llamada resta a cero, esta elimina los valores negativos, se puede conside-
rar un ajuste por abajo. Su forma es

(5.7

n

| X=y,x2y
B 0,x<y

Esta funcién ocasiona que los valores para los cuales la diferencia sea negativa los hace cero (negro).

En la figura siguiente se muestra el resultado de los tres modelos de resta (Se utilizan las figuras base de la
Figura 5.3).

(a)Imagen X

Y

wdED

e e o = &
B

(b) Imagen Y ) z=127+(X-Y)/2 ® z=127+(Y-X)/2

Fig. 5.6. Ejemplos de modelos de Resta
La imagen Y (Fig. 5.6) es una recreacion de la X en Falso Color.

Cuando entre dos imagenes se trata de encontrar las diferencias, el método de resta en una buena opcion,
la siguiente pareja de imagenes corresponden a dos tomas de una camara fija para vigilancia.
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1 Nov 2005. 12:24:21 (1 Nov 2005, 18:24:21 GMT) == B 1 Nov 2005, 12:26:45 ( 1 Nov 2005, 18:26:45 GMT)

@ ) G

Fig. 5.7. (a)lmagen del Popocatepet] tomada desde una estacién de vigilancia (CENAPRED), (b) Otra foto del
volcan tomada 2 min y 24 seg. después, (c) Diferencia entre las imagenes(norma shift)

Puede observarse que la diferencia se pueden observar las nubes alrededor del volcan, también se puede
notar parte de la estructura del volcan debido a la diferencia de iluminacion en la escena.

5.1.3. Otras operaciones Aritméticas
Es posible implementar otras operaciones simples de tipo aritmético, entre otras estan: la multiplicacion y
el cociente (division). La primera se puede construir mediante la regla:

2= ki, 689

donde k se debe ajustar a 1/(A-1) para evitar la saturacién debido a que el dominio de x e y es [0, A-1].
Este proceso genera una imagen que sera clara en las zonas donde los factores sean claros y obscura cuan-
do alguno lo sea. En la siguiente figura se muestra el resultado del producto de dos imagenes.

Fig. 5.8. La imagen derecha es el resultado de multiplicar la primera y la segunda.

Puede notarse el efecto de fusion entre las imagenes (Fig. 5.8.) y ademas como el resultado es oscuro en
general comparado con las imagenes originales. Es posible construir mascaras para realizar montajes, si
hacemos una combinacion de productos y sumas usando una imagen sintética con un circulo con un relle-

no de gradiente radial.
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En la Figura siguiente se hace el montaje de un rostro y un fondo (piramide de Kabah, Yucatan, Mex.).

@ ©

Fig. 5.9. Fusion de imagenes.

La imagen (c) ha sido generada multiplicando (a) y (b).

La imagen (f) se generé multiplicando (d) y (e).

La fusion (g) se realizé sumando (c) y (f) usando la norma fars.
Puede notarse que una mascara (€) es el negativo de la otra (b).

_’@_' Fusién
®
d »@, e

@

En general es posible construir otras operaciones entre imagenes, las cuales pueden utilizarse en problemas
concretos. Entre otras estan los cocientes, se define un par tipico:

coc(x, y); = x/y = (A-1) - (A-1)*min(x, y)) div (max(x, y)+1) (5.92)

coc(x, y), = k¥ln(1 + max(x, y)/(min(x, y)+1), donde k = (A-1)/In(A)  (5.9b)
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La siguiente figura muestra el resultado de estas operaciones.

o) ©

Fig. 5.10. La imagen (c) es el resultado de aplicar coc(a, b), y (d)* corresponde a coc(a, b),.
* Se ha aplicado a (d) un aumento de brillo del 10% para apreciar el resultado.

5.1.4. Operaciones Logicas y de relacion.

Entre otras se pueden implementar una serie de operaciones binarias entre las imagenes, en la siguiente
tabla se muestra la operacion y el resultado de la misma con base a las imagenes de referencia de la Fig.
5.11.

z=xNANDy=~x ANDy) z=xORy

Fig. 5.11. Operaciones varias entre imagenes.
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5.1.5. Una interfase para la Calculadora.
La siguiente interfase implementa una calculadora para imagenes.

+|" Calculadora de Imagenes UAP - FCC ver. 0.0.4. MMO ] ] 4

ABRIR A ABRIR B | Morphing & A 3| B

‘| [ 2]

Imagen A |[176,176.176) Imagen B

(94.116,173) Resultado |(235,196,29)

J:5NotasCursohProcDiglmag20054Fig-5-10-1.jpg Suma
Posicién (X, Y') -
(3.12) LMJ ﬂ.l &I ﬂ‘_l E‘J e & Alineacion Superior

_SE'_I _s‘ LI jJ :::lac:::d R->B | ¢ Inscripcién
o F?—' _xl _/I i-HJ ﬂ.l A_l(--) - Tiempo Proceso [seg] Copia |
S|

e l Aritméticas Logicas Registros ID'D:31 gaa

Los paneles supetiores permiten abrir las imagenes de trabajo (A) y (B). Las operaciones se encuentran
organizadas en bloques en la parte inferior. Se ofrecen algunas operaciones complementarias como man-
dar el resultado (R) a la imagen (A) o bien a la (B), también se pueden intercambiar las imagenes (A) y (B) a
solicitud del usuario con el proposito de trabajas con operaciones no conmutativas. Se implementan las
opciones de insercion con “Alineacioén Superior” e “Inscripcién”. Los botones [N] y [RD] aplican el nega-
tivo y la funcién de rango dinamico al resultado.

Es posible ampliar las posibilidades de ésta herramienta de operacion segun los problemas planteados. En
general algunas operaciones pueden automatizarse dentro de las aplicaciones en vez de utilizar una interfa-
se interactiva.
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Capitulo 6.

Transformaciones Especiales

En esta seccion se presentaran una serie de transformaciones interesantes que no caen en los grupos antes
expuestos o bien son derivados o combinaciones de ellos. En la primera seccion se presentan procesos
basados en el Histograma, los cuales permiten el aumento del contraste en un canal o en todos ellos.

6.1. Ecualizacion Simple.

Como se indica en el Capitulo I seccién 1.4, es posible asociar a cada canal de una imagen una funciéon que
describe la distribucién de los tonos llamada Histggrama. Esta se construye contando para cada tono el
numero de ocurrencias del mismo sobre una regién o bien sobre toda la imagen, es posible asociar el his-
tograma de cada canal a una Funcion de Distribucion de Probabilidad (FDF) de hallar un tono especifico. En el
caso de una imagen obscura su histograma se encuentra sesgado hacia los tonos cercanos a cero. En la
figura 6.1. se presenta un caso concreto del fenémeno.

Puede notarse que las distribuciones para cada canal no son iguales ya que en el histograma no se distingue

la posicion del pixel que contribuye a un tono en particular, en general podemos decir que el histograma
deslocaliza el origen del pixel.
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Canal Rojo

12
Canal Verde

Canal Azul

Fig. 6.1. Imagen Obscura y los histogramas para cada Canal.

Puede verse que los tres histogramas estan definidos en la zona de los tonos obscuros (# — () para cada
canal.

El problema es construir una imagen tal que tenga un conjunto de histogramas mejor distribuidos a lo
ancho de la variedad de tonos posibles. Es decir una imagen con mejor contraste. Un método simple se
basa en la construccion de una funciéon dependiente del mismo histograma, la idea es dispersar los valores

de los tonos a lo ancho del rango posible de salida [0, A-1]. El procedimiento es el siguiente:

Asumiendo que H/k, canal] es la matriz que contiene los conteos por tono (£) y por canal, entonces se
construye la funcién acumulativa para cada canal, a saber:

J
Alj,canal]=> H[k,canal], ©6.1)
k=0
cony <A-1.

En la siguiente ilustracién se muestra un histograma y su funciéon acumulativa.

AHA

At -

b

Fig. 6.2. Histograma HJ[K] y su correspondiente funciéon acumulativa A[k]

Puede observarse que al caer H[k] en el punto P a cero deja de haber contribucién a la funcién acumulati-
va y entonces ésta alcanza su valor maximo (A ,) y se mantiene de forma asintética en €l
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El valor A | corresponde obviamente a la suma total del histograma. En el caso de una imagen éste valor
sera el nimero total de pixeles de ella, ya que al hacerse el conteo de uno a uno todos son visitados. Es
decir para el caso de una imagen,

A, = nxm, 6.2)

donde n corresponde al ancho de la imagen y m a su alto.

Si hacemos una normalizacién de la funcién acumulativa mediante el factor (A-1)/nm, entonces el rango
de respuesta de la nueva funcion sera [0, A-1]. El cual corresponde al intervalo de tonos representables en
el dispositivo. Por lo tanto una funcién de la forma,

1
T[j,canal] = le H[k,canal], (6.3)
nm i

produce una funciéon normalizada de tipo filtro corriente que aumenta el contraste de la imagen en un
canal dado.

Dado que el rango de entrada de T[j] va de [0, A-1] y el de salida se ha ajustado a [0, A-1], entonces tene-
mos un filtro tradicional. Podemos notar que el intervalo [0, P] se mapea en el [0, A-1], de donde es un
hecho el aumento en el contraste de la imagen. Al proceso de aplicar la transformacion Tfj, canal] se le
denomina ecualizacion.

A continuacién se muestran vistas de cada canal ecualizado y el histograma resultante.

ni

UULMMMWWMUWW%

Fig. 6.3. Canales ecualizados y sus histogramas asociados

FCC — BUAP — Manuel Martin Ortiz - Rev. Enero 2012 82



CAPITULO 6. TRANSFORMACIONES ESPECIALES

Puede notarse que los detalles se perciben mejor en el canal verde y que los histogramas ecualizados no
son iguales. En la siguiente figura se muestra el traslape de ellos y el histograma de intensidades, asi como
la imagen conformada por los tres canales ecualizados.

] LR sy

2 2% 12

Fig. 6.4. Composiciéon de imagenes ecualizadas (izquierda) y media de la imagen ecualizada (derecha) con sus his-
togramas RGB (artiba) e histograma de intensidades (abajo).

Pueden notarse los detalles sobre resaltados en la imagen compuesta y la reduccion de los mismos luego
de la aplicacion de una media simple (mascara de 3x3). La calidad de la imagen respecto a la original (Fig.
0.1) es naturalmente mejor a pesar de los artefactos generados. Es clara la cromaticidad escondida en la

misma luego del proceso de ecualizacion.

A continuacion se muestra otro ejemplo sobre una imagen en tonos de gtis y una version aclarada.

[ = 7]

Fig. 6.5. Imagen obscura y version aclarada con sus histogramas

FCC — BUAP — Manuel Martin Ortiz - Rev. Enero 2012 83



CAPITULO 6. TRANSFORMACIONES ESPECIALES

A continuacion se presentan las imagenes de la Fig. 6.5. ecualizadas.

121 25 0 12 B

Fig. 6.5. Imagen obscura y aclarada ecualizadas con sus histogramas
Puede notarse que la gama de tonos es mayor para la imagen aclarada (derecha) ecualizada, respecto a la
obscura (izquierda) ecualizada. Pueden apreciarse algunos artefactos en la manga del abrigo producidos

por la ecualizacion.

A continuacion se resume el algoritmo de ecualizacion para un canal.

Ecualizacién de un canal

Entrada : M1 de nxmxc, [x1,yl]lx[x2,y2] regidén a ecualizar, canal a ecualizar
Salida : M2 de nxmxc con c=canal ecualizado
base = x2-x1+1

altu = y2-yl+1
npix = base*altu

// genera el Histograma del canal elegido
CuentaPobla (M1, x1,x2,yl,y2, H, canal)

{Construir Arreglo con Funcidén Acumulativa}

Alcanal,0] = H[canal, 0]
for (i1 = 1,255)
A[canal,i] = A[canal,i-1] + H[canal,i]

{Crear tabla de conversiodn}

ff = num niveles/npix;
for (1 = 0,num niveles) {
indice = ff*A[i];

3 round (indice) -1
j = Max(3j,0)
Tabla[i]l = J
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// Llena canales no afectados
for (k = 0,2 )
if (k != canal) Copia Matriz(n, m, M1, M2, k)
// procesa el canal elegido
for (J = yl, y2-1){
for (i = x1, x2-1){
{Procesando el Plano correspondiente}
p = M1l[i, j, canal]
q Tablal[p]

{Componiendo el nuevo Pixel}
M2[i, j, canal] = qg;

En general éste proceso se puede aplicar a cada uno de los canales de la imagen en colores para tener la
imagen ecualizada completa. El resultado es una imagen de mayor contraste.
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Capitulo 7.

Falso Color

Muchos sensores capturan imagenes en Tonos de Giis, éste es el caso de los Sistemas de Infrarrojos, Ra-
yos X y la Termografia. Por otro lado en otros sistemas se transformas matrices de datos no 6pticos en
una imagen, casos de estos son: Ultrasonido, Camaras-Z y la Resonancia Magnética Nuclear (RMN). Si
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bien es posible analizar la informacién obtenida en escala de grises, se suele transformar las imagenes ob-
tenidas en arreglos con color. A esta metodologfa se le llama Falso Color debido a que éste se impone me-
diante tablas construidas a conveniencia, mediante patrones de calibracion o mediante funciones genera-
doras de transformaciones de grises a colores.

7.1. Tablas de Usuario

Esta es una de las técnicas mas simples y de uso frecuente. La idea consiste en dividir el intervalo de tonos
de gtis a rango completo [0, A] o un subrango en caso de que la imagen no cubra todo el espectro de gri-
ses [y;, 7,] en un conjunto de subintervalos {[g, g,],1 = 1, n-1} donde g, corresponde al tono mas peque-
flo a considerar {0 0 y,} y g, al tono mis alto {A o yz} segun el caso seleccionado. Donde a cada subintet-
valo se le asigna un color, [g, g.,,) —> C; . Posteriormente se recorre la imagen y a cada pixel segun sea su
tono de gtis se sustituye por el color que le corresponde a dicho subintervalo, es decir
si Ty (%, y) €185 ) = M[X][y] = G

A la secuencia de colores para cada subintervalo de tonos de gris se le denomina Paleta. En la Fig. 7.1 se
muestra un ejemplo.

@

III III II ©

Se divide el intervalo [0, A] en 16 subintervalos de la misma longitud. A cada subintervalo se le asocia el color indicado en la
paleta. A la imagen de salida (b) se le aplicé una media para suavizar las transiciones.

Fig. 7.1 (@) Imagen de nna mastografia en tonos de gris. (b) Imagen en Falso color usando nna paleta de 16 colores ().

Este tipo de Falso color es muy comun encontrarlo en la presentacion de datos meteorolégicos e image-
nes de termografia. En la Fig. 7.2 se muestra una imagen satelital GOES del sitio www.noaa.org de la
banda de Infrarrojo correspondiente al Mar Atlantico y su correspondiente imagen en falso color (se usé
la misma paleta que en la Fig. 7.1).
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Fig. 7.2 (a) Imagen IR satelital (b) Correspondiente en Falso Color

Es posible crear paletas con intervalos irregulares y con mas subintervalos en general. En el caso de con-
tarse con algun referente o patrén los colores se pueden asociar conforme a éste, en la Fig. 7.3 se mues-
tran unas termografias obtenidas con una camara basada en microbolémetros (estos permiten mediar la
temperatura pixel a pixel con gran precisién). En la parte derecha se muestra la paleta calibrada utilizada.

§5.1°C

80

70

60

51.2

@ ) ©

Fig 7.3. (a) Termografia. (b) Su intagen en Falso Color. (c) Paleta Calibrada.

En este caso debido a que el dispositivo regresa los valores
numéricos de la temperatura con al menos décimas de grado
centigrado es posible asociar una paleta asociada a las temperatu-
ras del objeto registrado. Los tonos obscuros corresponden a las
partes frias y los claros a las partes calientes, es notorio que en la
version en falso color es mas sencillo apreciar las distribuciones y
gradientes de temperatura en el sistema eléctrico bajo observa-
cion. Para este tipo de problemas existen camaras tipo pistola que
tienen una pantalla LCD en la parte posterior y de forma manual
se puede escoger o definir una paleta e inspeccionar in situ los
sistemas eléctricos e industriales para controlar su desempeno. El
caso de la termografia es singular, ya que de forma directa no es
posible cuantificar la temperatura de los objetos mediante los
sentidos de los operadores o inspectores. En la Fig. 7.4 se mues-
tra una camara de ésta clase. Ademas estos dispositivos tienen
como es de esperarse una memoria donde se guardan las image-
nes y luego pueden ser transferidas a aplicaciones de software para ser estudiadas y crear reportes
(www.flir.com).

7.4. Cdmara FLIR serie-i

FCC — BUAP — Manuel Martin Ortiz - Rev. Enero 2012 88


http://www.flir.com/

CAPITULO 7. FALSO COLOR

Las paletas de usuario pueden ser almacenadas y recargadas como archivos para ser utilizadas sobre otras
imagenes y poder comparar las vistas en falso color.

7.2. Paletas Simples

Una forma de construir paletas para un intervalo dado es la explotacion de los gradientes de colores. La
idea se basa en tomar dos o mas colores y construir una secuencia, por ejemplo lineal, de colores mediante
reglas de interpolacion en el espacio de colores.

Paleta de dos colores.

Supongamos que se eligen dos colores C; y C, en el espacio RGB y diferentes; y los queremos mapear al
intervalo [y,, ¥,] en tonos de gris de manera lineal. Primero debemos recordar que un color en éste espacio
es una terna (r, g, b), entonces podemos utilizar la ecuacion paramétrica de la recta en 3 dimensiones. Sea
z uno de los canales, entonces z = z(C) correspondera a la componente cromatica z del color C, . Usando
la ecuacion de la recta en la manera mencionada, entonces las parejas que forman la recta para el canal z
seran (Y, , 2,) v (Y, » 2,), pOr tanto para un tono arbitrario y € [y,, ¥,| tendremos que

2=2,+(y-p) 22, a)

2N
Donde paray =y, = z = z; y paray =Y, = z = z, . En el caso que se haga un barrido completo del
intervaloy € [0, A] (y,=0,Y,=A), la férmula (7.1) se simplifica como

z=2+a(z,-1,), (7.2)
Donde a cotrera de 0 a 1, ya que o0 = y/A.

En la figura siguiente (Fig. 7.5) se muestra una paleta de ésta clase y los colores base que la generan.

. Y =(0784,0784,-0933)
(55.55,255) [255,255,17)

Fig. 7.5. Paleta de dos colores a rango completo |0, AJ, en los cuadros inferiores se muestran los colores base.

De manera similar se puede generar una paleta con tres colores con algunas salvedades. Sean C,, C, y C,
los colores generadores en el orden dado, entonces para cubrir el rango completo [0, A] debemos escalar
cada segmento en el espacio cromatico C,C,y C,C; de tal forma que la suma de las magnitudes de los

segmentos corresponda a A. Sean d, y d, las distancias en el espacio cromatico entre C, y C,; y C, y C,
correspondientemente. Entonces

d, = /(r, = 1)2 + (g, — 9,)° + (b, —b,)?

d,= \/(rs - I’2)2 +(9; — 92)2 +(b, - b2)2
Definiendo L. = d, + d,, entonces d, /L. + d,/L = 1, multiplicando por A ambos miembros resulta que
A=Ad, /L+Ad, /L,

entonces los recorridos para cada subintervalo seran:
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n, :ASZ =A-n

Esto implica que el primer segmento C,C, se debe dividir en n, subintervalos y el segundo C,C;en n, sub-
intervalos. La siguiente figura (Fig. 7.6) muestra una paleta de 3 colores y su correspondencia con los to-

nos de gris a 8 bits.
Ci C2 C3 ®)
R ¢ 222 192 s 106
G ¢ 40 248 T 24
B 13 " 28 192

I 2

Fig 7.6. (a) Gradiente de Grises. (b) Colores Base. () Paleta de Falso color lineal de tres colores.

En la siguiente imagen (Fig. 7.7) se realiza la aplicacién de una paleta de tres colores a una imagen obteni-
da mediante un telescopio, esta corresponde a la Nebulosa de burbuja NGC7635 ( www.noao.edu ).

Fig. 7.7. Nebulosa Burbuja en tonos de gris y falso color
Un método que produce imagenes en falso color para el caso de los satélites meteorologicos consiste en

combinar las imagenes de los canales que son recibidos y asignar una combinacion lineal de estos respecto
a las salidas RGB de forma directa o mediante diferencias de canales.
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La imagen izquierda (Fig. 7.8) corresponde al
Huracan Isaacs en la coordenada (25.0N 53.5W)
obtenida del satélite NOAA-14 el 14 de septiembre
del afio 2000. Estos satélites envian 5 canales de
informacion con las siguientes caracteristicas:

Canal | Banda (um) Uso y analisis de

1 0.58 - 0.68 Nubes y terra

2 0.725 - 1.00 Frontera tierra-agua

3a 1.58 - 1.64 Deteccién de hielo y nieve

3b 3.55-3.93 Nubes nocturnas y Tempera-
tura del mar

4 10.30 - 11.30 Nubes nocturnas y Tempera-
tura del mar

5 11.50 - 12.50 Temperatura del mar

Se puede encontrar mas informaciéon en el sitio

http://noaasis.noaa.gov/NOAASIS /ml/avhrr.html .

Fig.7.8. Imagen Satelital del Huracin Isaacs

La imagen de falso color se genera mediante una combinacion del tipo:
Color = a,; Can[u] + a, Can[v] + o, Can|w],
o bien

Color = a,; (Can[u,]-Can|u,]) + a, (Can[v,]-Can[v,]) + o, (Can[w,]-Can[w,)).

En particular en los sitios de Prospeccién Remota se pueden encontrar diversas combinaciones que pet-
miten resaltar diferentes aspectos de los fenémenos meteoroldgicos, caractetisticas de los suelos y forma-
ciones geoldgicas.

7.3. Paletas Automaticas y Flexibles

Otro mecanismo para la generacioén de paletas de Falso Color es mediante funciones generadoras. La idea
es construir una tercia de funciones tales que a partir del tono de gris de cada pixel se generen los tres ca-
nales convencionales, es decit

r=f,(2)
g="f,(2)
b= 1,(2)

Donde z es el tono de gris de la imagen original. Si las funciones f, se parametrizan es posible crear paletas
dindmicas, las cuales se pueden almacenar explicitamente o bien almacenar las funciones y sus parametros
para una ulterior aplicacién o modificacion.

Triple funcion rampa - escalén
Existen diversas propuestas para las funciones f; , una de las mas simples se hace mediante funciones defi-

nidas por pedazos. En el siguiente grafico (Fig. 7.9) se ilustra un esquema de generacion de paleta, cada
funcion se representa por su colot.
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(A, A)

(0.0)

Fig. 7.9. Perfiles de funciones cromiticas r, g y b para funciones rampa

Asi entonces las funciones para cada canal estan dadas por:

Y finalmente

r=f(z)=
9=",(2)=
b=1f,(2)=

0 0<z<a
—(z-a) asz<c
c—-a

A C<z<A

Az 0<z<a

a

A az<c
—JLJA—H C<z<A
A-cC

A 0<z<a
-JL%C—U a<z<c

0 C<z<A

Para este modelo un caso particular interesante es cuando reducimos a un solo parametro el modelo

a=
C=

A -k,
A+K.

En este caso la diferencia (c-a) = 2k; y A-c = -k. Y se debe tener cuidado en el caso que k=0, ya que las
ecuaciones toman una forma diferente ya que las transformaciones para r y ¢ se convierten en funciones

escalon.
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Triple seno positivo con corrimiento de fase

Un caso interesante es la utilizacion de una tercia de funciones seno (o coseno) no negativas con corti-
miento de fase. Este modelo es utilizado en la deteccion de objetos observados bajo scanners de rayos-X
en sistemas de seguridad y puntos de control. Las ecuaciones de transformacion de la imagen en tonos de
gris son las siguientes:

r(z)=Asin(kz+4)|
9(2) = A, [sin(kz+¢,) |
b(z) = A, [sin(kz+¢,) |
Donde los coeficientes A; modelan las amplitudes de las componentes cromaticas y los factores ¢, los des-

fases de cada funcion, en las figuras siguientes (7.10a - 7.10d) se muestran las funciones, un ejemplo de

paleta y la aplicacion de ella a una imagen en tonos de gris.

300 : : : ‘ ;
9

909 —
b(¥)

250

200

150

100

50 +

0 50 100 150 200 250
Fig. 7.10a. Funciones con A, = A, $,=0, ¢,)=7/8, ¢;= =nr/4;y k=31/ A

Fig. 7.10b. Composiciones cromdticas (RGB) por canal y paleta mezclada (renglon inferior)

En las figuras siguientes se muestra una imagen termografica y la aplicacién de paleta anterior
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© d

Fig. 7.10cy 7.10d. Imagen en tonos de gris(izquierda) e imagen en colores en base a la aplicacion de la paleta dada en la Fig. 7.10a y 7.10b
Puede notarse en la figura 7.10d el detalle de la escena resaltado por el falso color.
Algunas paletas interesantes

A continuacion se muestra una serie de paletas y las funciones que las generan, éstas han sido creadas por
un programa que recibe las funciones 1(z), g(z) y b(z) y produce la paleta.

255

Mix
0,0) 255

7.11. Paleta con funciones midulo

Las funciones generadoras son:

t(z) = 3*abs(A-(2*2-A/3)*(z-2A/3) )/ A
g(z) = A*abs(sin(3*1*z/A))

b(z) = 4%((z*z)/ A mod 80)*z*(A-z)/21000

La siguiente paleta contiene minigradientes que hacen la funcién de marcas de region.

255

- L

7.12. Paleta con minigradeintes
Las funciones generadoras son:

1(2) = abs (3*(z-A/2*(-A/2)/ A - A¥sin(O*mz/A)/2)
g(z) = 200*abs(sin(2*n*z/A) ) + 55*abs(sin(3.2*m*z*sqrt(z)/ A))
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b(z) = abs(3*z*(A-2)/ A - T0%sin(7.5%10%z/ A))

Esta paleta esta generada mediante la combinacién de funciones seno y parabolas

255

(0,0} 255

7.13. Paleta en base a senos y parabolas
Las funciones generadoras son:

1(2) = #abs((z-A/3)*-2¥A/3)/ A)
g(z) = A*abs(sin(2*m*z/ A+ 1/8))
b(z) = 3*sqr(sin(3*m*z/ A-1t/8))*z*(A-z) /200

La siguiente paleta incorpora funciones exponenciales.

255

Q9 =8 _

7.14. Paleta en base a senos, gaussianas y pardbolas

Las funciones generadoras son para este caso:

t(z) = A*(exp(-sqt(z-A/2)/2000) + sqr(1.5%2z-A/2)/36000)/2
g(z) = N*(1-exp(-sqt(z-A/2)/2000))*abs(sin(2*n*z/ A-1/8))
b(z) = 6*sqt(sin(3*m*z/A-pi/8))*z*(A-z) /400
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Apéndice 1. TRANSFORMACIONES EN ESPACIOS ALTERNOS

Apéndice 1

Transformaciones en Espacios Alternos

Una imagen digital se puede definir como una como una coleccion de puntos definidos en una
region C, las regiones pueden en general tener cualquier forma y existe una funcion I(x, y, z),
donde alguno de los parametros es funcién continua de los otros dos, que nos permite recorrer
los puntos que componen la coleccidn. Digamos que z = h(X, y), entonces una representacion de
la imagen digital es,

1(x, Y, 2) = 1(x, y, h(x, ) = J(x, y), 1)

donde las propiedades de cada punto o pixel que conforma la imagen estan contenidas en J(X, y).
Estas consideran por ejemplo: el color, el brillo, la reflectividad, etc.

Se define una transformacion T de la imagen J(Xx,y) como una funcién tal que,

TAIX p)] =J(x, y), (2)

donde " = C, es decir T esta contenida en C lo que implica que actla sobre una parte o toda la
imagen.
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Los efectos de T sobre J pueden ser diversos, entre otros podemos citar,
= modificacion del dominio C,
= cambio en una o varias de sus propiedades,
= cambio en la posicion de los puntos,
= cambio en la representacion de J.

Si T actta sobre un punto diremos que la transformacion es puntual, si actia sobre una region
sera zonal y si actla sobre toda la imagen se dice que es global.

Diremos que T es una transformacién isomérfica o mapeo isomorfico de un pixel (uno a uno) si
cada pixel de la imagen de origen nos genera un nuevo pixel en otro espacio.

Muchas de éstas transformaciones se pueden definir a través de la relacion

F(u,v) =<g(xy) [ I y) >, 3)

donde g(X, y) se denomina el nucleo o kernel de la transformacion, J(x, y) es un punto de la ima-
geny < | > define el mecanismo de transformacién.

Una clase bastante grande de éstas transformaciones se realiza mediante un producto escalar, si
la magnitud de f(x, y) tiene magnitud uno la transformacién se denomina unitaria.

Algunas formas usuales del producto escalar estan definidas por una integrales definidas o una
sumatorias y el kernel de la transformacion es tipicamente una base ortogonal y puede ser utili-
zada para la reconstruccion de la imagen original. Si el producto escalar de dos funciones es ce-
ro, se dice que éstas son ortogonales.

A.l. Transformada de Fourier

En una dimensidn se define la transformada de Fourier como,

F(u)=(f()le ™) = [ f(x)e "> dx (4)
Aqui el kernel se define por las funciones complejas e*?™*, que forman una base ortogonal para
las funciones en una dimension. La version discreta de la transformada de Fourier es,

X=X2

F(u)=(f(x)le"*™) = Z f (x)e "™ Ax, (5)

x=x1

si ahora consideramos una coleccion discretizada de datos, los indices seran enteros, por lo cual
x1=0 y X=N-1, donde N es el niUmero de puntos se realiza la transformacién. La particion del
intervalo (X1, x2) es uniforme y se tendra que Ax = (X, —x1)/N, considerando que el paso minimo
entre dos pixeles es uno, se puede escribir (5) de la siguiente manera

x=N-1

F(u) = ( (x) &) =,§ > (e, (6)
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asi dada una imagen definida en una region rectangular /0 ... N-1, 0 ... M-1], la Transformada
Discreta de Fourier (DFT) de esta dada por

F(U,V) — < .I: (X, y) |e—2i7r(UX/N+Vy/M)> ’ (7)
0 bien
F(U V) — iszil = .I: (X y) e—2i7r(ux/N+vy/M) (8)
’ NM x=0 y=0 ’ .

La Transformada Inversa de Fourier se calcula mediante la expresion

f _X: v y:M—lF 2iz(ux/N+vy /M) 9
(xy)= (uv)e : (9)

y=0

pz4

o

X=|

Puede verse que se puede implementar un algoritmo directo para calcular la DFT, cabe aclarar
que para cada pixel de una imagen se debe aplicar la relacién (8), haciendo una evaluacion sim-
ple de la complejidad del método, tendremos que para cada punto (X, y) se deberan realizar NM
operaciones y como la imagen esta formada por NM elementos, entonces

O(M,N)=0(NM NM)=0(N*M?). (10)

Asi por ejemplo para una imagen de 500 x 500 pixeles, el costo sera de (500)? x (500)? operacio-
nes, que resulta 6.25 10*° operaciones. En una maquina que realice 1 Mflop (es decir un millén
de operaciones de punto flotante por segundo), el tiempo de ejecucion del calculo asumiendo una
operacion por iteracion sera de

Tejec(N=500,M=500) = (NGm. Ops.)/(Velocidad) = 6.25 10"/ 10° seg
= 6.25 10* seg = 6.25 10* /(3600) Hrs = 17.361 Hrs

Es claro que éste es un método de alto costo y se han propuesto una gran cantidad de variantes
que aceleren el proceso de computo *.

Las mejores alcanzan un rendimiento dado por O(MN log, N log, M), usando algunas restriccio-
nes para los valores del tamafio de la imagen , en particular se construye bajo la hipétesis de que
N y M tengan la forma 2 donde k es un entero no negativo. Asi para una imagen con
N=M=512, que es un poco mayor que la del ejemplo anterior, se tendra un costo para el tiempo
de ejecucion para la misma maquina (1 Mflop)de

Tejec(N=M=512) = (Nam. Ops.)/(Velocidad) = (512) (logz 512)° / 10° seg.
=2.62144 10° 81/10° seg. = 21.23 seg.

En términos generales la relacion de tiempos de ejecucion entre la DFT y la FFT para M=N es

7= (N? (logz N? ))/(N*) = (log, N / N)?. (11)
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FFT/DFT
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Fig. Relacion de velocidad entre la FFT y la DFT cruda.

A estos métodos se les Ilama Transformadas Rapidas de Fourier. Quienes construyeron los pri-
meros algoritmos para mejorar de éste computo de manera automatica fueron J.W. Cooley y
J.W. Tukey a mediados de 1960 apoyados por IBM, el trabajo se realiz en el Yorktown Heights
Research Center. Una de la implementaciones es la conocida como Radix-2 FFT, ésta se basa en
una estrategia de divide y venceras, en términos generales lo que se hace es dividir de manera
recursiva el problema de tamafio N hasta que resulten solo dos muestras, la DFT se calcula en
todos los conjuntos de dos muestras y luego se realiza la recombinacion. La division de la se-
cuencia se basa en el lema de Danielson — Lanczos (1942), el cual establece que la muestra se
puede dividir en sus componentes con indice par e impar, los subconjuntos se vuelven a dividir
hasta que resultan solo dos elementos (criterio de parada), hay versiones recursivas® y no recur-
sivas®. Las versiones no recursivas dan una velocidad 6x superior a las versiones recursivas, el
costo de implementacion de las versiones no recursivas obviamente se ve incrementado.

Se puede consultar una versién no recursiva de Radix-2 /Cooley y Tukey FFT en la clase
vsFFT1D “. O bien la rutina fourn * (seccién 12.11 FFT en dos a mas dimensiones) que se basa
en el trabajo de N.M. Brenner de los “Lincon Laboratories”.

Una variante interesante es la que se basa en la transformada de Hartley respecto al espectro de
potencia de la transformada de Fourier ° (ver cap. 13).

A continuacion se presentan algunos ejemplos de transformadas de Fourier de imagenes simples.

Imagen Transformada
Original de la Imagen

FCC — BUAP — Manuel Martin Ortiz - Rev. Enero 2012 100



Apéndice 1. TRANSFORMACIONES EN ESPACIOS ALTERNOS

® » Circulo
Cruz
| |
u u Cuatro Puntos
| |

Dos lineas horizontales

Las figuras se generaron con el programa Fourier (hhtp://www.cs.buap.mx/~mmartin) que se rea-
liz6 para el Taller de PDI en verano de 2000. Las imagenes originales tienen se construyeron en
blanco y negro y tienen 60 x 60 pixeles de tamario. Se presenta el negativo de las imagenes.
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