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2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP ÍTULO

2.1. El problema delárea

En esta sección partimos de la base que el concepto deárea es bien conocido. Esto no significa que el alumno
deba tener una idea precisa y formal de dicho concepto, si no más bien que todos poseemos una idea intuitiva que
no necesita aclaración.

El tipo de regíon más simple con el que nos podemos encontrar es un rectángulo, cuyáarea se define como
el producto de su base por su altura. A partir de esta definición podemos obtener las fórmulas para eĺarea de
regiones ḿas complicadas: triángulos, paralelogramos, polı́gonos regulares, etc. El gran problema se plantea
cuando se intenta calcular elárea de regiones ḿas generales que las poligonales.

Los primeros mateḿaticos que intentaron resolver el problema de una forma seria fueron los griegos, utilizando el
método de “exhaución”. Este ḿetodo, atribuido a Arqúımedes, consiste en encajar la región entre dos polı́gonos,
uno inscrito y otro circunscrito. Si la diferencia entre lasáreas de los dos polı́gonos es pequeña, entonces podemos
aproximar eĺarea de la región por cualquier ńumero comprendido entre elárea del polı́gono inscrito y eĺarea del
poĺıgono circunscrito.

El método que emplearemos aquı́ es parecido. Se trata de aproximar la región por una uníon de rect́angulos de tal
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forma que eĺarea de la región se aproxime por la suma de lasáreas de los rectángulos.

2.2. La integral definida

2.2.1. El sumatorio

Como hemos indicado anteriormente, elárea de una región se va a obtener como una suma (posiblemente infinita)
deáreas de rectángulos. Para facilitar la escritura y comprensión de tal proceso, vamos a introducir una notación.

La suma den términosa1, a2, . . . ,an se denota por

n∑
i=1

ai = a1 + a2 + · · ·+ an,

dondei se llamáındice de la suma, ai el i-ésimo t́ermino de la suma y losl ı́mites inferior y superior de la
sumason 1 yn, respectivamente. Estos lı́mites deben ser constantes con respecto alı́ndice de la suma y láunica
restriccíon es que el lı́mite superior debe ser cualquier entero superior (o igual) al lı́mite inferior.

El sumatorio posee las siguientes propiedades:

(1)
n∑

i=1

kai = k

n∑
i=1

ai, dondek es una constante que no depende delı́ndice de la suma.

(2)
n∑

i=1

[ai ± bi] =
n∑

i=1

ai ±
n∑

i=1

bi

Por ejemplo, algunas fórmulas de suma importantes son las siguientes:

(1)
n∑

i=1

c = cn.

(2)
n∑

i=1

i =
n(n+ 1)

2
.

(3)
n∑

i=1

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

(4)
n∑

i=1

i3 =
n2(n+ 1)2

4
.

2.2.2. Sumas de Riemann

Consideremos una función f definida en el intervalo cerrado[a, b]. Una partici ón P de dicho intervalo es un
conjunto de ńumeros{x0, x1, x2, . . . , xn} tales que

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b.
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Si ∆xi es la anchura deli-ésimo subintervalo[xi−1, xi], es decir,∆xi = xi − xi−1, entonces se define lanorma
de P, y se denota por||P ||, como la longitud del subintervalo más grande. En otras palabras,

||P || = max
16i6n

{∆xi} = max{∆x1,∆x2, . . . ,∆xn}.

Si ci es cualquier punto del subintervaloi-ésimo, entonces la suma

n∑
i=1

f(ci)∆xi, xi−1 6 ci 6 xi,

se llamasuma de Riemannde la funcíon f asociada a la partición P . Entre todos los posibles valores deci,
podemos destacar los siguientes:

(1) ci = mi para todoi, dondef(mi) es el valor ḿınimo def en eli-ésimo subintervalo. Entonces la suma de
Riemann

s(f, P ) =
n∑

i=1

f(mi)∆xi

se denominasuma inferior def asociada aP (ver Figura 3.1).

-

6

x

y y = f(x)

0 a b

Figura 3.1: Suma inferior de Riemann.

(2) ci = Mi para todoi, dondef(Mi) es el valor ḿaximo def en eli-ésimo subintervalo. Entonces la suma
de Riemann

S(f, P ) =
n∑

i=1

f(Mi)∆xi

se denominasuma superiordef asociada aP (ver Figura 3.2).

Es f́acil comprobar ques(f, P ) 6
n∑

i=1

f(ci)∆xi 6 S(f, P ) para cualquier particiónP del intervalo[a, b].

Una funcíon f definida en[a, b] se diceintegrable en [a, b] si existe el ĺımite de las sumas de Riemann def
(cuando la norma deP tiende a 0) y denotamos este lı́mite mediante

lim
||P ||→0

n∑
i=1

f(ci)∆xi =
∫ b

a

f(x)dx.
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-

6

x

y
y = f(x)

0 a b

Figura 3.2: Suma superior de Riemann.

Dicho valor se denominaintegral definida def entrea y b. a y b son los ĺımites inferior y superior de integración,
respectivamente.

No todas las funciones son integrables. Sin embargo, el siguiente resultado nos garantiza que la familia de funcio-
nes integrables en un intervalo es muy grande: “Toda funcíon continua en un intervalo cerrado[a, b] es integrable
en dicho intervalo”.

La relacíon entre eĺarea de una región y el concepto de integral definida queda reflejada en el siguiente resultado:
Si f es continua y no negativa en un intervalo cerrado[a, b], entonces eĺarea de la región limitada porf , el ejex
y las ĺıneas verticalesx = a y x = b viene dada por

área=
∫ b

a

f(x)dx.

2.2.3. Propiedades de la integral definida

La integral definida de una funciónf satisface las siguientes propiedades:

(1)
∫ a

a

f(x)dx = 0.

(2)
∫ a

b

f(x)dx = −
∫ b

a

f(x)dx.

(3)
∫ b

a

cdx = c(b− a).

(4)
∫ b

a

[f(x)± g(x)]dx =
∫ b

a

f(x)dx±
∫ b

a

g(x)dx.

(5)
∫ b

a

cf(x)dx = c

∫ b

a

f(x)dx.
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(6)
∫ b

a

f(x)dx =
∫ c

a

f(x)dx+
∫ b

c

f(x)dx.

(7) Si f es no negativa en el intervalo cerrado[a, b] entonces∫ b

a

f(x)dx > 0.

(8) Si f y g son integrables en[a, b] satisfaciendo quef(x) 6 g(x) para todo valor dex en [a, b], entonces∫ b

a

f(x)dx 6
∫ b

a

g(x)dx.

(9) Sim 6 f(x) 6 M para todo valor dex en[a, b] entonces

m(b− a) 6
∫ b

a

f(x)dx 6 M(b− a).

(10)

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ 6
∫ b

a

|f(x)|dx.

2.3. La integral indefinida

El problema de la integración puede interpretarse como el problema dual de la derivación, y tal relacíon queda
claramente de manifiesto en el Teorema Fundamental del Cálculo. Antes de llegar a este teorema importantı́simo,
necesitamos introducir el concepto de primitiva (o antiderivada).

Seanf y F dos funciones. Se dice queF es unaprimitiva (o antiderivada) de la funcíon f si F ′(x) = f(x)
para todo valor posible dex.

El siguiente resultado es de una importancia crucial, ya que nos garantiza que cualquier primitiva de una función
puede ser obtenida mediante la adición de una constante a una primitiva conocida. Esta será la base del segundo
teorema del ćalculo integral oRegla de Barrow.

Si F es una primitiva def en un intervaloI, entoncesG es tambíen una primitiva deF en el intervaloI si y śolo
si

G(x) = F (x) + C

para todo valor dex, siendoC una constante.

Como una notación, cualquier primitiva de la funciónf se indicaŕa por∫
f(x)dx,

y se denominará, geńericamente,integral indefinida def .

Como consecuencia de lo anterior y de las propiedades de la derivación de funciones, se tienen las siguientes
propiedades:

(1)
∫

0dx = C.

(2)
∫
kdx = kx+ C.



66 MATEM ÁTICAS

(3)
∫
kf(x) = k

∫
f(x)dx.

(4)
∫

[f(x)± g(x)]dx =
∫
f(x)dx±

∫
g(x)dx.

(5)
∫
xndx =

xn+1

n+ 1
+ C.

2.3.1. Primer Teorema Fundamental del Ćalculo Integral

Si f es una funcíon continua en[a, b], entonces la funciónF definida por

F (x) =
∫ x

a

f(t)dt

es continua en[a, b], diferenciable en(a, b) y satisface queF ′(x) = f(x).

2.3.2. Segundo Teorema Fundamental del Cálculo Integral

Si f es una funcíon continua en[a, b] entonces

∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a)

dondeF es cualquier primitiva def en el intervalo[a, b].

2.4. Métodos de integracíon

2.4.1. Integrales de las funciones elementales

Las reglas del ćalculo integral descritas anteriormente permiten encontrar la integral indefinida de ciertas funcio-
nes a partir de la integral indefinida de otras funciones más elementales o básicas. Pero eńultimo extremo, la
integral indefinida de estas funciones básicas debe obtenerse a partir de la definición. Para facilitar la b́usqueda de
integrales indefinidas, en la Tabla 3.1 listamos algunas de las más elementales; la lista no es demasiado exhaustiva
y siempre se puede recurrir a cualquiera de los libros recomendados para obtener una tabla más completa.

2.4.2. Integración por cambio de variable

El método de integración por sustitucíon o cambio de variable se apoya en el siguiente resultado teórico.
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∫
kdx = kx+ C

∫
xndx =

xn+1

n+ 1
+ C

∫
1
x
dx = ln |x|+ C

∫
exdx = ex + C

∫
axdx =

ax

ln a
+ C

∫
cosxdx = senx+ C

∫
senxdx = − cosx+ C

∫
tanxdx = − ln | cosx|+ C

∫
cotanxdx = ln | senx|+ C

∫
secxdx = ln | secx+ tanx|+ C

∫
cosecxdx = − ln | cosecx+ cotanx|+ C

∫
sec2 xdx = tanx+ C

∫
cosec2 xdx = − cotanx+ C

∫
secx tanxdx = secx+ C

∫
cosecx cotanxdx = − cotanx+ C

∫
dx√
a2 − x2

= arcsen
x

a
+ C

∫
dx

a2 + x2
=

1
a

arctan
x

a
+ C

∫
dx

x
√
x2 − a2

=
1
a

arcsec
|x|
a

+ C

∫
coshxdx = senhx+ C

∫
senh xdx = coshx+ C

Tabla 3.1: Fórmulas básicas de integración.
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Seanf y g funciones tales quef ◦ g es una funcíon continua en un intervaloI. Si F es una primitiva def enI,
entonces ∫

f(g(x))g′(x)dx = F (g(x)) + C.

Como consecuencia de lo anterior, podemos utilizar la siguiente estrategia:

(1) Escoger una sustituciónu = g(x) adecuada.

(2) Hallardu = g′(x)dx.

(3) Reescribir la integral en términos de la nueva variableu.

(4) Calcular la integral resultante en términos deu.

(5) Cambiaru porg(x) para obtener la primitiva en términos dex.

2.4.3. Integración por partes

Esta t́ecnica es especialmenteútil cuando la funcíon a integrar es un producto de funciones algebraicas o trascen-
dentes, de tal suerte que un factor se deriva fácilmente y otro factor se integra sin mucha dificultad. El método se
sustenta en el siguiente resultado teórico:

Si u y v son funciones dex y tienen derivadas continuas, entonces∫
udv = uv −

∫
vdu.

La estrategia que debe utilizarse para utilizar este método es la siguiente:

(1) Tratar de quedv sea la parte ḿas complicada del integrando que se ajusta a una fórmula de integración
básica. Entoncesu seŕa el resto del integrando.

(2) Alternativamente, tratar de queu sea la parte del integrando cuya derivada es una función más simple que
u. Entoncesdv seŕa el factor restante del integrando.

Algunas de las integrales por partes más comunes se ofrecen a continuación:

(1)
∫
xneaxdx,

∫
xn sen axdx,

∫
xn cos axdx

Consideraru = xn y dv = eaxdx, sen axdx, cos axdx, respectivamente.

(2)
∫
xn lnxdx,

∫
xn arcsen axdx,

∫
xn arctan axdx

Consideraru = lnx, arcsen ax, arctanax y dv = xndx, respectivamente.

(3)
∫
eax cos bxdx,

∫
eax sen bxdx

Tomaru = cos bx, sen bx y dv = eaxdx, respectivamente.
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2.4.4. Integración de funciones racionales

La integracíon de funciones racionales se apoya en la técnica de la descomposición en fracciones simples, cuya
integracíon es ḿas sencilla. Sea la función racionalR(x), donde

R(x) =
P (x)
Q(x)

=
b0 + b1x+ · · ·+ bnx

n

a0 + a1x+ · · ·+ amxm
.

R es una funcíon racionalpropia si el grado del denominador es mayor que el grado del numerador, es decirm >
n. En caso contrario, la funciónR se dice que esimpropia . Podemos restringirnos, sin pérdida de generalidad, al
caso de funciones racionales propias, ya que de no ser ası́ siempre podemos dividir el polinomioP entreQ para
obtener

R(x) = C(x) +
S(x)
Q(x)

,

donde la funcíon racionalS(x)/Q(x) ya es propia.

Para descomponer una función racional propia en fracciones simples debemos seguir los siguientes pasos:

(1) Factorizar el denominador.Hay que descomponer completamente el denominadorQ(x) en factores de la
forma

(px+ q)k

y
(ax2 + bx+ c)k,

dondeax2 + bx+ c es irreducible (tiene raı́ces complejas).

(2) Factores lineales.Por cada factor de la forma(px+q)k, la descomposición en factores simples debe incluir
la siguiente suma dek fracciones simples:

A1

(px+ q)
+

A2

(px+ q)2
+ · · ·+ Ak

(px+ q)k
.

(3) Factores cuadŕaticos.Por cada factor de la forma(ax2 + bx+ c)k, la descomposición en factores simples
debe incluir la siguiente suma dek fracciones:

B1x+ C1

(ax2 + bx+ c)
+

B2x+ C2

(ax2 + bx+ c)2
+ · · ·+ Bkx+ Ck

(ax2 + bx+ c)k
.

Cuando el denominador tiene factores de multiplicidad mayor que uno, entonces la obtención de la integral indefi-
nida puede ser muy laboriosa. En estos casos es recomendable utilizar el siguiente método, que también es v́alido
en cualquier otra situación.

2.4.4.1. Ḿetodo de Hermite-Ostrogradski

Consideremos la función racionalR = P/Q, entonces∫
P (x)
Q(x)

dx =
X(x)
Q1(x)

+
∫

Y (x)
Q2(x)

dx,

dondeQ1(x) es el ḿaximo coḿun divisor deQ(x) y de su derivadaQ′(x), Q2(x) es el cocienteQ(x)/Q1(x),
y los polinomiosX(x) e Y (x) son polinomios con coeficientes indeterminados cuyos grados son inferiores en
una unidad a los grados deQ1(x) y Q2(x), respectivamente. Los polinomiosX eY se calculan derivando en la
igualdad anterior, de forma que se tiene

P (x)
Q(x)

=
X ′(x)Q1(x)−Q′

1(x)X(x)
Q1(x)2

+
Y (x)
Q2(x)

.
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2.4.5. Integración de funciones trigonoḿetricas

2.4.5.1. Integrales de senos y cosenos

En este apartado vamos a resolver las integrales de la forma∫
senm x cosn xdx,

siendom o n un entero positivo. Se deben seguir las siguientes reglas:

(1) Si n = 2k + 1 es impar,n > 1, entonces se utilizan las igualdades siguientes:

cosn x = cosn−1 x cosx
cos2 x = 1− sen2 x

y la integral queda∫
senm x cosn xdx =

∫
senm x(1− sen2 x)k cosxdx =

∫
tm(1− t2)kdt

donde laúltima igualdad se obtiene tras realizar el cambio de variablet = senx.

(2) Sim = 2k + 1 es impar,m > 1, entonces se utilizan las igualdades siguientes:

senm x = senm−1 x senx
sen2 x = 1− cos2 x

y la integral queda∫
senm x cosn xdx =

∫
(1− cos2 x)k cosn x senxdx = −

∫
tn(1− t2)kdt

donde laúltima igualdad se obtiene tras realizar el cambio de variablet = cosx.

(3) Sim y n son pares y no negativos entonces se utilizan las siguientes fórmulas de reducción:

senx cosx =
1
2

sen 2x

sen2 x =
1
2

(1− cos 2x)

cos2 x =
1
2

(1 + cos 2x)

2.4.5.2. Integrales de secantes y tangentes

En este apartado vamos a resolver las integrales de la forma∫
secm x tann xdx,

siendom o n un entero positivo. Se deben seguir las siguientes reglas:
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(1) Sim = 2k es positivo y par, entonces utilizamos la igualdad

sec2 x = 1 + tan2 x

y la integral queda: ∫
secm x tann xdx =

∫
(sec2 x)k−1 tann x sec2 xdx

=
∫

(1 + tan2 x)k−1 tann x sec2 xdx

=
∫

(1 + u2)k−1undu

donde la ultima igualdad se obtiene mediante el cambio de variableu = tanx.

(2) Si n = 2k + 1 es positivo e impar, entonces utilizamos la igualdad

tan2 x = sec2 x− 1

y la integral queda:∫
secm x tann xdx =

∫
secm−1 x(tan2 x)k secx tanxdx

=
∫

secm−1 x(sec2 x− 1)k secx tanxdx

=
∫
um−1(u2 − 1)kdu

donde la ultima igualdad se obtiene mediante el cambio de variableu = secx.

(3) Sim y n son impares, se transforma un factortan2 x ensec2 x − 1 y se aplican los casos anteriores. Si es
necesario, se vuelve a aplicar esta transformación.

(4) Si n = 0 y m es impar y positivo, entonces se utiliza integración por partes:

u = secm−2 x

dv = sec2 xdx

(5) Si n = 0 y m es par y positivo, se utiliza el cambio de variablet = tanx y la integral queda∫
secm xdx =

∫
(sec2 x)

m−2
2 sec2 x =

∫
(1 + tan2 x)

m−2
2 sec2 xdx =

∫
(1 + t2)

m−2
2 dt

(6) Si no se puede aplicar ninguna de las reglas anteriores, debemos intentar convertir la integral a senos y
cosenos.

2.4.5.3. Cambios de variable trigonométricos

Las sustituciones trigonoḿetricas se emplean en integrales donde aparacen los siguientes radicales:√
a2 − x2,

√
a2 + x2,

√
x2 − a2.

Los cambios que deben hacerse son los siguientes:

(1) Para integrales que contienen
√
a2 − x2, hacerx = a sen t. Entonces

√
a2 − x2 = a cos t.

(2) Para integrales que contienen
√
a2 + x2, hacerx = a tan t. Entonces

√
a2 + x2 = a sec t.

(3) Para integrales que contienen
√
x2 − a2, hacerx = a sec t. Entonces

√
a2 − x2 = ±a tan t. El signo+ o

− depende de six > a o x < −a, respectivamente.
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2.4.5.4. Funciones racionales de senos y cosenos

Para las integrales de funciones racionales en senos y cosenos existen varios cambios de variable especiales. Se
trata de calcular la integral ∫

R(senx, cosx)dx,

dondeR es una funcíon racional. Los cambios apropiados son los siguientes:

(1) SiR es impar ensenx, es decir,R(− senx, cosx) = −R(senx, cosx), entonces debemos hacert = cosx.

(2) SiR es impar encosx, es decir,R(senx,− cosx) = −R(senx, cosx), entonces debemos hacert = senx.

(3) SiR(− senx,− cosx) = R(senx, cosx), entonces debemos hacert = tanx.

(4) Si no se puede aplicar ninguno de los casos anteriores, entonces hacemos el cambio universalt = tan(x/2),
de modo que

senx =
2t

1 + t2
,

cosx =
1− t2
1 + t2

,

dx =
2dt

1 + t2
.

2.4.6. Integrales irracionales

No siempre es posible expresar la integral de una función irracional mediante funciones elementales. En esta
seccíon veremos algunos tipos de funciones irracionales que sı́ permiten expresar su integral indefinida por medio
de funciones elementales.

2.4.6.1. Integrales del tipo
∫
R(x, xp1/q1 , . . . , xpk/qk)dx

Se efect́ua la sustitucíon
x = tm,

siendom el ḿınimo coḿun múltiplo de{q1, q2, . . . , qk}.

2.4.6.2. Integrales del tipo
∫
R(x,

(
ax+ b

cx+ d

)p1/q1

, . . . ,

(
ax+ b

cx+ d

)pk/qk

)dx

Se efect́ua la sustitucíon
ax+ b

cx+ d
= tm,

siendom el ḿınimo coḿun múltiplo de{q1, q2, . . . , qk}.
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2.4.6.3. Integrales del tipo
∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c)dx

Se efect́uan las siguientes sustituciones:

(1) Si a > 0 entonces hacemos √
ax2 + bx+ c = ±√ax+ t,

con lo que

x =
t2 − c

b− 2
√
at
.

(2) Si ax2 + bx+ c = a(x− α)(x− β), siendoα y β las ráıces reales, entonces hacemos√
ax2 + bx+ c = (x− α)t,

de modo que

x =
aβ − αt2
a− t2 .

2.4.6.4. Integrales del tipo
∫
xm(a+ bxn)pdx

Estas integrales se conocen con el nombre de integrales binomias, y los exponentesm, n y p deben ser ńumeros
racionales. En primer lugar se realiza el cambio de variablet = xn y la integral se transforma en la siguiente∫

xm(a+ bxn)pdx =
1
n

∫
tq(a+ bt)pdt,

dondeq =
m+ 1
n
− 1. La integral anterior se puede calcular explı́citamente en los siguientes casos:

(1) Si p es entero entonces se desarrolla el binomio(a + bt)p o (a + bt)−p, seǵun seap positivo o negativo, y
se obtiene una integral irracional del tipoR(x, xp1/q1 , . . . , xpk/qk).

(2) Si p no es entero peroq śı lo es, entonces la integral se transforma en una irracional del tipoR(t, (a+bt)r/s).

(3) Si p no es entero perop + q śı, entonces la integral se transforma en una integral irracional del tipo

R

(
t,

(
a+ bt

t

)r/s
)

.

2.5. Aplicaciones del ćalculo integral

2.5.1. Area de la regíon entre dos curvas

Ya hemos visto que eĺarea que hay bajo una curva se puede calcular utilizando la integral definida. Con muy
escasas modificaciones podemos calcular elárea que hay entre dos curvas. Consideremos dos funcionesf y g



74 MATEM ÁTICAS

definidas en un intervalo[a, b] tales quef(x) > g(x) para todo valorx de [a, b]. Entonces eĺarea de la región
limitada por las gŕaficas def y g y las ĺıneas rectasx = a y x = b viene dada por

A =
∫ b

a

[f(x)− g(x)]dx.

Figura 3.3: Area de la región comprendida entre dos gráficas.

En general, puede ocurrir que no siempre se verifiquef(x) > g(x) ni lo contrario. Entonces debemos dividir el
intervalo[a, b] en subintervalos donde sı́ ocurra, aplicar la f́ormula anterior en cada subintervalo y posteriormente
sumar los resultados. En otras palabras:

El área de la región limitada por las gŕaficas de dos funcionesf y g, y las ĺıneas rectasx = a y x = b viene dada
por

A =
∫ b

a

|f(x)− g(x)|dx.

2.5.2. Cálculo de voĺumenes de los śolidos de revolucíon

En esta sección vamos a calcular el volumen de un sólido tridimensional que aparece frecuentemente en ingenierı́a
y en procesos de producción. Nos estamos refiriendo a los sólidos de revolucíon, los cuales se obtienen al hacer
girar una regíon plana alrededor de una recta contenida en el mismo plano y que no corta a la región. Ejemplos de
sólidos de revolucíon son el cilindro circular recto, la esfera y el toro.

2.5.2.1. Ḿetodo de discos

Para calcular el volumen de un sólido de revolucíon por el ḿetodo de discos, debemos utilizar las siguientes
fórmulas:

(1) Si el eje de revolución es horizontal:

V = π

∫ b

a

[R(x)]2dx.

En este caso estamos suponiendo que la región plana que gira es la región limitada por la gŕafica deR(x),
el ejex, y las ĺıneas rectasx = a y x = b. Como eje de revolución se considera el ejex.
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Figura 3.4: Método de discos para el cálculo de volúmenes.

(2) Si el eje de revolución es vertical:

V = π

∫ d

c

[R(y)]2dy.

En este caso estamos suponiendo que la región plana que gira es la región limitada por la gŕafica deR(y),
el ejey, y las ĺıneas rectasy = c y y = d. Como eje de revolución se considera el ejey.

2.5.2.2. Ḿetodo de arandelas

Se utiliza este ḿetodo cuando se trata de calcular el volumen de un sólido de revolucíon con un agujero. Este
tipo de śolidos aparecen cuando la región plana que gira y el eje de revolución no est́an juntos. Supongamos que
la regíon plana es la región determinada por las gráficas de las funcionesR(x) y r(x) (conR(x) > r(x)), y las
lı́neas rectasx = a y x = b. Si se gira esta región alrededor del ejex entonces el volumen del sólido resultante es

V = π

∫ b

a

[R(x)2 − r(x)2]dx.

Si la regíon plana es la región determinada por las gráficas de las funcionesR(y) y r(y) (conR(y) > r(y)), y las

Figura 3.5: Método de arandelas para el cálculo de volúmenes.
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lı́neas rectasy = c y y = d. y se gira esta región alrededor del ejey entonces el volumen del sólido resultante es

V = π

∫ d

c

[R(y)2 − r(y)2]dy.

2.5.2.3. Ḿetodo de capas

Consideremos la región plana determinada por la gráfica de una función f(x), y las rectasx = a, x = b e y = c.
El volumen del śolido de revolucíon obtenido al girar dicha región alrededor de un eje verticalx = x0 viene dado
por

V = 2π
∫ b

a

p(x)h(x)dx,

dondep(x) es la distancia dex al eje de revolucíon y h(x) es la distancia entrec y f(x). Usualmente, el eje de
revolucíon es el ejey y la regíon est́a junto al ejex, por lo quep(x) = x y h(x) = f(x).

Figura 3.6: Método de capas para el cálculo de volúmenes.

Si consideramos la región plana determinada por la gráfica de una funciónf(y), y las rectasy = c, y = d y x = a,
el volumen del śolido de revolucíon obtenido al girar dicha región alrededor de un eje horizontaly = y0 viene
dado por

V = 2π
∫ d

c

p(y)h(y)dy,

dondep(y) es la distancia dey al eje de revolucíon y h(y) es la distancia entrea y f(y). Cuando el eje de
revolucíon es el ejex y la regíon est́a junto al ejey, entoncesp(y) = y y h(y) = f(y).

2.5.3. Cálculo de voĺumenes

Analicemos ahora un sólido S cualquiera. Vamos a suponer que existe una recta, que consideraremos el ejex,
y dos planos paralelos entre sı́ y perpendiculares al eje, tales que el sólido se encuentra entre ambos planos (de
ecuacionesx = a y x = b). Cada planox = x0, a 6 x0 6 b, paralelo a los anteriores y perpendicular al eje
intersecciona aS seǵun una regíon (denominadaseccíon transversal) cuyaárea se denota porA(x0). Haciendo
esto para cada valorx0 en el intervalo[a, b] podemos construir una funciónA(x), definida en[a, b], que mide el
área de las secciones transversales. Entonces el volumen deS viene dado por

V =
∫ b

a

A(x)dx.
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Casos particulares de esta fórmula han sido obtenidos en la sección anterior dedicada a los sólidos de revolucíon.

2.5.4. Longitudes de curvas

Un segmento de curva se dicerectificable si tiene una longitud de arco finita. El problema de determinar la lon-
gitud de una curva es muy antiguo (algunas contribuciones ya fueron realizadas por los matemáticos C. Huygens
(1629–1695) y J. Gregory (1638–1675)) y no por ello es sencillo. Una condición suficiente para que la gráfica de
una funcíonf sea rectificable entre los puntos(a, f(a)) y (b, f(b)) es que la derivadaf ′ sea una función continua
en[a, b]. Se dice entonces que la funciónf escontinuamente derivableo de claseC1.

El fundamento téorico que nos permite obtener una fórmula para la longitud de arco es el siguiente. Consideremos
dos puntosxi−1 y xi en el intervalo[a, b]. Entonces por el teorema del valor medio se tiene

f(xi)− f(xi−1) = f ′(ci)(xi − xi−1), ci ∈ (xi−1, xi).

Si aproximamos la longitud de arco de la curva por la longitud de una poligonal que se apoya en los puntos
{(xi, f(xi))} entonces al tomar lı́mites se obtiene

Lb
a(f) = lim

n→∞

n∑
i=1

√
(∆xi)2 + (∆yi)2

= lim
n→∞

n∑
i=1

√
1 +

(
∆yi

∆xi

)2

∆xi

= lim
n→∞

n∑
i=1

√
1 + f ′(ci)2∆xi

=
∫ b

a

√
1 + f ′(x)2dx

donde∆xi = xi − xi−1 y ∆yi = f(xi)− f(xi−1).

En consecuencia, obtenemos las siguientes fórmulas:

(1) Si la funcíony = f(x) representa una curva suave en el intervalo[a, b], la longitud de arco def entrea y b
viene dada por

Lb
a(f) =

∫ b

a

√
1 + f ′(x)2dx.

(2) Si la funcíon x = g(y) representa una curva suave en el intervalo[c, d], entonces la longitud de arco deg
entrec y d es

Ld
c(g) =

∫ d

c

√
1 + g′(y)2dy.

2.5.5. Areas de superficies de revolución

Si se gira la gŕafica de una función continua alrededor de una recta, la superficie resultante se denominasuperficie
de revolución. Para calcular eĺarea de una superficie de revolución se parte de la fórmula delárea de un tronco
de cono circular recto y se aplica a los conos obtenidos al rectificar la curva por medio de una poligonal que se
apoya en los puntos{(xi, f(xi))}. El resultado obtenido es el siguiente.
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Si y = f(x) tiene derivada continua en el intervalo[a, b], entonces eĺarea de la superficie de revoluciónS formada
al girar la gŕafica def alrededor de un eje horizontal o vertical es

S = 2π
∫ b

a

r(x)
√

1 + f ′(x)2dx,

donder(x) es la distancia entre la gráfica def y el eje de revolucíon correspondiente.

2.6. Integrales impropias

La definicíon de integral definida que hemos presentado requiere que el intervalo[a, b] de integracíon sea finito y
que la funcíon f a integrar sea continua. Sin embargo, existen funciones que no cumplen estos requisitos (bien
porque el intervalo no es finito o bien porque la función f presenta alguna discontinuidad) y que, sin embargo,
pueden ser integradas, en un sentido que precisaremos a continuación.

2.6.1. Intervalos infinitos

Cuando el intervalo de integración es infinito, se pueden presentar las siguientes posibilidades:

-

6

x

y

0 a

y = f(x)

Figura 3.7: Integrales impropias de primera clase.

(1) Si f es continua en[a,∞), entonces∫ ∞

a

f(x)dx = lim
b→∞

∫ b

a

f(x)dx.

(2) Si f es continua en(−∞, b], entonces∫ b

−∞
f(x)dx = lim

a→−∞

∫ b

a

f(x)dx.

(3) Si f es continua en(−∞,∞) = R, entonces∫ ∞

−∞
f(x)dx =

∫ c

−∞
f(x)dx+

∫ ∞

c

f(x)dx.

para cualquier ńumero realc.



CÁLCULO INTEGRAL 79

Si los ĺımites existen, la integral correspondiente se dice queconvergeo que es convergente; en caso contrario,
diremos que la integraldiverge o que es divergente.

2.6.2. Integrandos discontinuos

En este apartado analizamos la integrales impropias que aparecen cuando existe alguna discontinuidad infinita en
los ĺımites de integración o en el interior del intervalo. Se pueden presentar las siguientes posibilidades:

-

6

x

y

0 a bc

y = f(x)

Figura 3.8: Integrales impropias de segunda clase.

(1) Si f es continua en[a, b) y presenta una discontinuidad infinita enb, entonces

∫ b

a

f(x)dx = lim
c→b−

∫ c

a

f(x)dx.

(2) Si f es continua en(a, b] y presenta una discontinuidad infinita ena, entonces

∫ b

a

f(x)dx = lim
c→a+

∫ b

c

f(x)dx.

(3) Si f es continua en[a, b] excepto en un puntoc ∈ (a, b) donde presenta una discontinuidad infinita, entonces

∫ b

a

f(x)dx =
∫ c

a

f(x)dx+
∫ b

c

f(x)dx.

Si los ĺımites existen, la integral correspondiente se dice que converge o que es convergente; en caso contrario,
diremos que la integral diverge o que es divergente.

2.7. Integracíon numérica

Hay ocasiones en las que es imposible determinar explı́citamente la integral indefinida de una función, por lo
que no podemos calcular elárea que hay bajo la gráfica de la funcíon utilizando la Regla de Barrow. En estos
casos, śolo nos queda recurrir al cálculo nuḿerico de dichas integrales, utilizando una técnica de aproximación.
A continuacíon describimos algunos de los métodos ḿas sencillos.
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2.7.1. Regla de las sumas inferiores y superiores

Seaf una funcíon continua en[a, b]. La regla de lassumas inferiorespara aproximar
∫ b

a
f(x)dx viene dada por

∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
n

n∑
i=1

f(mi) =
b− a
n

[f(m1) + f(m2) + · · ·+ f(mn)],

dondef(mi) es el valor ḿınimo def en eli-ésimo subintervalo[xi−1, xi].

Análogamente, la regla de lassumas superiorespara aproximar
∫ b

a
f(x)dx viene dada por

∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
n

n∑
i=1

f(Mi) =
b− a
n

[f(M1) + f(M2) + · · ·+ f(Mn)],

dondef(Mi) es el valor ḿaximo def en eli-ésimo subintervalo[xi−1, xi].

2.7.2. Regla de los extremos izquierdos y derechos

Seaf una funcíon continua en[a, b]. La regla de losextremos izquierdospara aproximar
∫ b

a
f(x)dx viene dada

por ∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
n

n∑
i=1

f(xi−1) =
b− a
n

[f(x0) + f(x1) + · · ·+ f(xn−1)].

Análogamente, la regla de losextremos derechospara aproximar
∫ b

a
f(x)dx viene dada por

∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
n

n∑
i=1

f(xi) =
b− a
n

[f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)].

2.7.3. Regla del punto medio

Seaf una funcíon continua en[a, b]. La regla delpunto mediopara aproximar
∫ b

a
f(x)dx viene dada por

∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
n

n∑
i=1

f(x̄i) =
b− a
n

[f(x̄1) + f(x̄2) + · · ·+ f(x̄n)],

dondex̄i es el punto medio deli-ésimo subintervalo[xi−1, xi], es decir,̄xi = 1
2 (xi−1 + xi).

2.7.4. Regla del trapecio

Seaf una funcíon continua en[a, b]. La regla deltrapecio para aproximar
∫ b

a
f(x)dx viene dada por

∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
n

n∑
i=1

f(xi−1) + f(xi)
2

=
b− a
2n

[f(a) + 2f(x1) + · · ·+ 2f(xn−1) + f(b)].
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-

6

x

y y = f(x)

0 a b

Figura 3.9: Regla del punto medio para la integración numérica.

-

6

x

y y = f(x)

0 a b

Figura 3.10: Regla del trapecio para la integración numérica.

2.7.5. Regla de Simpson

La regla de los trapecios se obtiene de aproximar la curva por una poligonal, con lo que la región bajo la curva
se aproxima por una unión de trapecios. En consecuencia, elárea de dicha región se aproxima por la suma de las
áreas de los trapecios. Otra posibilidad puede ser agrupar los puntos de la partición de tres en tres y aproximar la
función por segmentos parabólicos (en lugar de rectilı́neos). Entonces la integral de la función se puede aproximar
por la integral de los segmentos parabólicos.

Seaf una funcíon continua en[a, b]. La regla deSimpsonpara aproximar
∫ b

a
f(x)dx viene dada por

∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
3n

[f(a) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + · · ·+ 2f(xn−2) + 4f(xn−1) + f(b)],

siendon un ńumero par.
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-

6

x

y y = f(x)

0 a = x0 b = x2x1

p(x)

Figura 3.11: Regla de Simpson para la integración numérica.

2.7.6. Estimacíon de errores

Cuando se trabaja con aproximaciones es importante conocer con qué precisíon estamos calculando el valor de
la integral. Adeḿas, es posible que algún método sea sensiblemente mejor que los demás, si bien puede que sea
bajo ciertas hiṕotesis. A continuación enunciamos los errores que se cometen en las reglas de aproximación más
usuales.

(1) Si f tiene derivada segunda continua en[a, b], entonces el errorEM cometido al aproximar
∫ b

a
f(x)dx por

la regla del punto medio es

|EM | 6 M(b− a)3

24n2
,

siendoM una cota superior para|f ′′|, es decir,|f ′′(x)| 6 M para todo valor dex.

(2) Si f tiene derivada segunda continua en[a, b], entonces el errorET cometido al aproximar
∫ b

a
f(x)dx por

la regla del trapecio es

|ET | 6 M(b− a)3

12n2
,

siendoM una cota superior para|f ′′|, es decir,|f ′′(x)| 6 M para todo valor dex.

(3) Si f tiene derivada cuarta continua en[a, b], entonces el errorES cometido al aproximar
∫ b

a
f(x)dx por la

regla de Simpson es

|ES | 6 M(b− a)5

180n4
,

siendoM una cota superior para|f (4)|, es decir,|f (4)(x)| 6 M para todo valor dex.

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ÓN DE LOS CONOCIMIENTOS

A.3.1. Hallar la integral indefinida y comprobar el resultado por derivación:
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∫
3
√
xdx

∫
1
x2
dx

∫
1

x
√
x
dx∫

x(x2 + 3)dx
∫

(x3/2 + 2x+ 1)dx
∫

1
(2x)3

dx∫
(x3 + 2)dx

∫
(x2 − 2x+ 3)dx

∫
1

2x3
dx∫ (√

x+
1

2
√
x

)
dx

∫
3
√
x2dx

∫
( 4
√
x3 + 1)dx∫

(x2 − 2x+ 1)2dx
∫
x3 − 3x2 + 3x− 1

x2 − 2x+ 1
dx

∫
x4 − 1
x− 1

dx∫
(2x− 1)2(3x+ 1)dx

∫
(x2 − 1)(x+ 1)dx

∫ √
x(x2 + 1)
x5/3

dx∫
3
√
x4(x2 − 1)3dx

∫
3
√
x5x−4/3(x3 − 1)dx

∫
3(4x− 2)2dx

A.3.2. Hallar la integral indefinida y comprobar el resultado por derivación:

∫
1
x3
dx

∫
1
x4
dx

∫
1

4x2
dx∫

(2x+ x−1/2)dx
∫
x2 + x+ 1√

x
dx

∫
x2 + 1
x2

dx∫
(x+ 1)(3x− 2)dx

∫
(2t2 − 1)2dt

∫
t2 + 2
t2

dt∫
(1− 2y + 3y3)dy

∫
y2√ydy

∫
(1 + 3t)t2dt

A.3.3. Hallar la integral indefinida y comprobar el resultado por derivación:

∫
2(1 + 2x)4dx

∫
x
√

9− x2dx

∫
x2(x3 − 1)4dx∫

5x 3
√

1− x2dx

∫
x2

(1 + x3)2
dx

∫
4x√

16− x2
dx∫

x+ 1
(x2 + 2x− 3)2

dx

∫ (
1 +

1
t

)3 1
t2
dt

∫
1√
2x
dx∫

x2 + 3x+ 7√
x

dx

∫
t2
(
t− 2

t

)
dt

∫
(9− y)

√
ydy

A.3.4. Calcular las siguientes integrales indefinidas por el método del cambio de variable:

∫
x
√
x+ 2dx

∫
x2
√

1− xdx
∫

x2 − 1√
2x− 1

dx∫ −x
(x+ 1)−√x+ 1

dx

∫
x√

2x+ 1
dx

∫
x(x2 + 1)3dx∫

1√
2x+ 1

dx

∫
1√

x(1 +
√
x)2

dx

∫
(x− 1)

√
2− xdx∫

x
√
x− 3dx

∫
x 3
√
x+ 1dx

∫
x

3
√

4 + x2dx

A.3.5. Calcular las siguientes integrales:
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∫
e−2xdx

∫
(x2 − 1)2x3−3x+1dx

∫
e1−xdx∫

e−x

(1 + e−x)2
dx

∫
xeax2

dx

∫
e3/x

x2
dx∫

e−x(1 + e−x)2dx
∫
ex
√

1− exdx

∫
ex + e−x

√
ex + e−x

dx∫
5− ex

e2x
dx

∫
(ex − e−x)2dx

∫
(3− x)e(x−3)2dx

A.3.6. Calcular las siguientes integrales:

∫
1

x+ 1
dx

∫
1

3− 2x
dx

∫
x

x2 + 1
dx∫

x2 − 4
x

dx

∫
lnx
2x

dx

∫
(1 + lnx)2

x
dx∫

x2 − 2
x+ 1

dx

∫
1√
x+ 1

dx

∫
x2 + 2x+ 3
x3 + 3x2 + 9x

dx∫
1

x2/3(1 + x1/3)
dx

∫
1

1 +
√
x
dx

∫ √
x√

x− 3
dx

A.3.7. Calcular las siguientes integrales:

∫ √
x

1− x√xdx
∫
x(x− 2)
(x− 1)3

dx

∫
3xdx∫

2xdx

∫
x5x2

dx

∫
e−x

1 + e−x
dx∫

1−√x
1 +
√
x
dx

∫
1

1 +
√

2x
dx

∫
4−xdx∫

(3− x)7(x−3)2dx

∫
ex − e−x

ex + e−x
dx

∫
(lnx)2

x
dx

A.3.8. Calcular las siguientes integrales trigonométricas:

∫
2 cosxdx

∫
3x2 senx3dx

∫
sec2 3xdx∫

tan2 xdx

∫
(cosecx+ senx) cosecxdx

∫
sec2
√
x√

x
dx∫

sen2 3x cos 3xdx
∫

4 cos2 4x sen 4xdx
∫

senx
cos2 x

dx∫
sec2 x√

tanx
dx

∫
tanxdx

∫
secxdx

A.3.9. Calcular las siguientes integrales trigonométricas:

∫
(2 senx+ 3 cosx)dx

∫
(t2 − sen t)dt

∫
(1− cosec t cotan t)dt∫

(sec2 θ − sen θ)dθ
∫

sen(2x)dx
∫
x cos(x2)dx∫

sec2 x

2
dx

∫
cosec2 x

cotan3 x
dx

∫
cotan2 xdx∫

tan4 x sec2 xdx

∫
cotanπxdx

∫
cosec 2xdx
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A.3.10. Calcular las siguientes integrales trigonométricas:

∫
sec2 x

tanx
dx

∫
secx tanx
secx− 1

dx

∫
(sen 2x+ cos 2x)2dx∫

1− cos θ
θ − sen θ

dθ

∫
ex cos exdx

∫
(cosec 2θ − cotan 2θ)2dθ∫

cos t
1 + sen t

dt

∫
e−x tan e−xdx

∫
sen 2x cos 2xdx

A.3.11. Calcular las siguientes integrales de las funciones trigonométricas inversas:

∫
1√

4− x2
dx

∫
1

2 + 9x2
dx

∫
1√

e2x − 1
dx∫

x+ 2√
4− x2

dx

∫
3x2 − 2
x2 + 4

dx

∫
1

x2 − 4x− 7
dx∫

1
2x2 − 8x+ 10

dx

∫
1

3x− x2
dx

∫
x√

x2 − 1
dx∫

1
1− 9x2

dx

∫
1

1 + 4x2
dx

∫
1

x
√

4x2 − 1
dx

A.3.12. Calcular las siguientes integrales:

∫
x3

x2 + 1
dx

∫
1√

1− (x+ 1)2
dx

∫
1√

1− t4 dt∫
arctanx
1 + x2

dx

∫
arcsenx√

1− x2
dx

∫
x√

1− x2
dx∫

ex

√
1− e2x

dx

∫
1

x2 − 6x+ 18
dx

∫
1√

x(1 + x)
dx∫

sen x
1 + cos2 x

dx

∫
1

x2 − 2x+ 2
dx

∫
2x

x2 + 6x+ 13
dx

A.3.13. Calcular las siguientes integrales:

∫
1√−x2 − 4x

dx

∫
x+ 2√−x2 − 4x

dx

∫
2x− 3√
4x− x2

dx∫
x

x4 + 2x2 + 2
dx

∫
1√−16x2 + 16x− 3

dx

∫ √
x− 1
x

dx∫ √
et − 3dt

∫
1

(x− 1)
√
x2 − 2x

dx

∫
1

x2 + 6x+ 13
dx

A.3.14. Calcular las siguientes integrales de funciones hiperbólicas:

∫
senh(1− 2x)dx

∫
cosh2(x− 1) senh(x− 1)dx

∫
coshx
senh x

dx∫
x cosech2 x

2

2
dx

∫
cosech(1/x) cotanh(1/x)

x2
dx

∫
senh2 xdx∫

1√
x
√

1 + x
dx

∫
2√

1− 4x2
dx

∫
x

x4 + 1
dx∫

1√
1 + e2x

dx

∫
1

1− 4x− 2x2
dx

∫
1

25− x2
dx

A.3.15. Calcular las siguientes integrales:
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∫
(3x− 2)4dx

∫
(−2x+ 5)3/2dx

∫ (
v +

1
(3v − 1)3

)
dv∫

t2 − 3
−t3 + 9t+ 1

dt

∫
x2

x− 1
dx

∫
ex

1 + ex
dx∫

t sen2 tdt

∫
cosxesen xdx

∫
(1 + et)2

et
dt∫

sec 3x tan 3xdx
∫

2
e−x + 1

dx

∫
1

1− cosx
dx

A.3.16. Calcular las siguientes integrales:

∫
2t− 1
t2 + 4

dt

∫
3

t2 + 1
dt

∫
1

x
√
x2 − 4

dx∫ −1√
1− (2t− 1)2

dt

∫
t√

1− t4 dt
∫

sec2 x

4 + tan2 x
dx∫

tan(2/t)
t2

dt

∫
(1 + 2x2)2dx

∫
x

(
1 +

1
x

)3

dx∫
(1 + ex)2dx

∫
3√

6x− x2
dx

∫
4

4x2 + 4x+ 65
dx

A.3.17. Calcular las siguientes integrales:

∫
xe2xdx

∫
xex2

dx

∫
xe−2xdx∫

x3exdx

∫
x3 lnxdx

∫
t ln(t+ 1)dt∫

(lnx)2dx
∫

(lnx)2

x
dx

∫
xe2x

(2x+ 1)2
dx∫

(x2 − 1)exdx

∫
x
√
x− 1dx

∫
x2

√
2 + 3x

dx

A.3.18. Calcular las siguientes integrales:

∫
cos3 x senxdx

∫
sen5 2x cos 2xdx

∫
sen5 x cos2 xdx∫

cos2 3xdx
∫

sen4 πxdx

∫
sen2 x cos2 xdx∫

x sen2 xdx

∫
x2 sen2 xdx

∫
sec 3xdx∫

sec4 5xdx
∫

sec3 πxdx

∫
tan3(1− x)dx

A.3.19. Calcular las siguientes integrales:

∫
tan5(x/4)dx

∫
sec2 x tanxdx

∫
tan2 x sec2 xdx∫

sec5 πx tanπxdx
∫

sec6 4x tan 4xdx
∫

sec3 x tanxdx∫
tan3 3x sec 3xdx

∫
cotan3 2xdx

∫
cosec4 θdθ∫

cotan2 t

cosec t
dt

∫
sen 3x cos 2xdx

∫
sen θ sen 3θdθ
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A.3.20. Calcular las siguientes integrales:

∫
1

(25− x2)3/2
dx

∫
x
√
x+ x2dx

∫
1

(1 + x2)2
dx∫

x√
x2 + 9

dx

∫ √
16− 4x2dx

∫
1√

x2 − 9
dx∫

t2

(1− t2)3/2
dt

∫ √
1− x2

x4
dx

∫
1

x
√

4x2 + 9
dx∫

x

(x2 + 3)3/2
dx

∫
e2x
√

1 + e2xdx

∫
x2

√
2x− x2

dx

A.3.21. Calcular las siguientes integrales:

∫
1

x2 − 5x+ 6
dx

∫
3

x2 + x− 2
dx

∫
5− x

2x2 + x− 1
dx∫

x2 + 12x+ 12
x3 − 4x

dx

∫
4x2 + 2x− 1
x3 + x2

dx

∫
x4

(x− 1)3
dx∫

3x
x2 − 6x+ 9

dx

∫
x2 − 1
x3 + x

dx

∫
x2

x4 − 2x2 − 8
dx∫

x

16x4 − 1
dx

∫
x2 + x+ 2
(x2 + 2)2

dx

∫
x2 + 5

x3 − 2x2 + 4x− 8
dx

A.3.22. Calcular las siguientes integrales:

∫
5x2 + 20x+ 6
x3 + 2x2 + x

dx

∫
5x2 + 20x+ 6
x3 + 2x2 + x

dx

∫
2x3 − 4x− 8

(x2 − x)(x2 + 4)
dx∫

8x3 + 13x
(x2 + 2)2

dx

∫
x2

(x1 + 1)2
dx

∫
3x+ 4

x3 − 2x− 4
dx∫

6x2 − 3x+ 14
x3 − 2x2 + 4x− 8

dx

∫
x(2x− 9)

x3 − 6x2 + 12x− 8
dx

∫
x3 − 6x2 + x− 4

1− x4
dx

A.3.23. Hallar elárea comprendida entre la curvay = 6x− x2 y el ejeOX.

A.3.24. Hacer un esquema de la región acotada superiormente por la curvay =
√
x e inferiormente por la curva

y =
x

4
, y determinar súarea.

A.3.25. Hallar elárea de la región comprendida entre las curvasy = x2 ey = x1/3 parax ∈ [−1, 1].

A.3.26. Una curva que pasa por el punto(4,
1
3

) posee una pendiente variable de
dy

dx
= − 1

2
√
x(1 +

√
x)2

.

a) Hallar la ecuacíon de la curva.

b) Representar gráficamente la curva.

c) Calcular eĺarea bajo la curva en el intervalo[0, 1].

A.3.27. Hallar elárea de la región comprendida entre las curvasy =
1

x2 − x ey =
1

x3 − x
a) en el intervalo[2, 3].

b) a la derecha dex = 3.

A.3.28. Calcular eĺarea de la regiónS comprendida entre la curva de ecuacióny = x2 e−x y el ejeOX.

A.3.29. Hallar la constantea para que eĺarea encerrada pora(x2 − y2) + x3 = 0 sea igual a 120 unidades
cuadradas.
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A.3.30. El plano de un tríangulo ḿovil permanece perpendicular a un diámetro fijo de radioa; la base del tríangulo
es una cuerda del cı́rculo y su v́ertice opuesto está en una recta paralela al diámetro fijo y a distanciah del
plano del ćırculo. Hallar el volumen del śolido engendrado por el movimiento de este triángulo desde un
extremo al otro del diámetro.

A.3.31. La base de un śolido es la regíon compredida entre la curvay = senx y las rectasx = 0, x = π/2
e y = 0. Las secciones planas del sólido perpendicular al ejeOX son tríangulos equiĺateros. Hallar el
volumen del śolido.

A.3.32. Un leñador arranca una cuña de uńarbol ciĺındrico de radioa. Su primer corte es paralelo al suelo y llega
hasta el eje del cilindro. El segundo corte forma unánguloα con el primero y lo intersecta en su diámetro.
Calcular el volumen de la cuña. Indicación: Situar el ejeOX de forma que las secciones transversales
perpendiculares áel sean rect́angulos.

A.3.33. Calcular el volumen del sólido generado al girar respecto del ejeOY la regíon limitada por las parábolas
y = x2 y 8x = y2.

A.3.34. Calcular el volumen del sólido generado al girar el triángulo equiĺatero de v́ertices(0, 0), (2a, 0) y
(a, a
√

3) alrededor del ejeOX.

A.3.35. La figura limitada por la hipocicloidex2/3 +y2/3 = α2/3 y el ejeOX gira alrededor de dicho eje. Hallar
el volumen del cuerpo de revolución engendrado.

A.3.36. Dada la curva de ecuacióny =
a

x
ln
x

a
, a > 0, calcular el volumen engendrado al girar alrededor del eje

OX la regíon limitada por dicha curva y las rectasx = a y x = a/2.

A.3.37. Sea el volumen de revolución engendrado porf(x) = x(x − a), a > 0, al girar alrededor del ejeOX,
entre las rectasx = 0 y x = c, conc > a. Hallarc para que dicho volumen sea igual al volumen del cono
engendrado por el triángulo de v́ertices(0, 0), (c, 0) y (c, f(c)) al girar alrededor del ejeOX.

A.3.38. Hallar el volumen del śolido engendrado al girar alrededor de la recta de ecuación x = 2, la regíon
limitada por la curvay = x2, el ejeOX y la rectax = 2.

A.3.39. Calcular la longitud del arco de la curvay2 = x3,

a) entre los puntos(0, 0) y (4, 8).

b) entre dicha curva y la rectax =
4
3

.

A.3.40. Calcular la longitud del arco de la curvaf(x) = lnx desde el puntox =
√

3 hastax =
√

8.

A.3.41. Calcular la longitud de la curvay = ln
ex + 1
ex − 1

entre los valoresx1 = a y x2 = b.

A.3.42. Calcular la longitud del arco de la involuta de un cı́rculo

x = a(cos t+ t sen t)
y = a(sen t− t cos t)

}

desdet = 0 hastat = 2π.

A.3.43. Calcular la longitud de arco de la curva

x =
t6

6

y = 2− t4

4




entre los puntos de intersección de dicha curva con los ejes coordenados.

A.3.44. Hallar la longitud de la primera espira de la espiral de Arquı́medesρ = aϕ.
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A.3.45. Hallar la longitud de la espiral logarı́tmicaρ = emϕ entre cierto punto(ρo, ϕo) y un punto ḿovil (ρ, ϕ).

A.3.46. Calcular elárea de la superficie generada por la curvay = lnx desdex = 1 hastax = 5, al girar
alrededor del ejex = 0.

A.3.47. Hallar elárea de la superficie engendrada al girar alrededor del ejeOX el contorno cerrado formado por
las curvasx = y2 ey = x2.

A.3.48. Calcular elárea de la superficie generada al girar alrededor del ejeOX la curvay =
x3

3
entre los puntos

de abcisasx = −2 y x = 2.

A.3.49. Usar las reglas del trapecio y de Simpson para aproximar las siguientes integrales. Comparar las aproxi-
maciones con los valores reales.

a)
∫ 2

1

lnxdx b)
∫ 0.1

0

x1/3dx

c)
∫ π/3

0

(senx)2dx d)
∫ 0.4

0.2

e3x cos 2xdx

e)
∫ π/4

0

tanxdx f)
∫ 3π/4

π/2

cotxdx

A.3.50. Usar los valores de abajo para encontrar una aproximación a la integral∫ 1.5

1.1

exdx

usando los ḿetodos siguientes:

a) la regla del trapecio conx0 = 1.1 y x1 = 1.5;

b) la regla de Simpson conx0 = 1.1, x1 = 1.3 y x2 = 1.5.

exp(1.1) = 3.0042 exp(1.3) = 3.6693 exp(1.5) = 4.4817

4. ACTIVIDADES PR ÁCTICAS DEL CAP ÍTULO

4.1. Introducción

La pŕactica se va a realizar con el programa de cálculo mateḿaticoDERIVE for Windows, versíon 4.05, de Soft
Warehouse.DERIVE for Windows permite realizar ćalculos y manipulaciones matemáticas de carácter general,
lo cual significa que realiza muchas cosas de forma aceptable aunque no tiene la potencia de otros programas
espećıficos. No obstante,DERIVE for Windows permite realizar todos los cálculos que un usuario medio puede
necesitar.

En esta pŕactica nos vamos a centrar en el cálculo integral en una variable. Veremos cómo calcular integrales
inmediatas y utilizando los distintos métodos de integración: por cambio de variable, por partes, exponenciales y
logaŕıtmicas, trigonoḿetricas, racionales y binomias. Finalizaremos la práctica analizando algunas aplicaciones
del ćalculo integral al ćalculo de longitudes,́areas y voĺumenes.

Antes de comenzar la práctica seŕa conveniente que recordemos brevemente la ‘botonera’ deDERIVE for Win-
dows (ver Figura 3.12), ya que simplifica enormemente la introducción de datos y la realización de ćalculos. Los
botones permiten realizar las siguientes tareas (de izquierda a derecha):New (abrir una nueva hoja de trabajo),
Open (abrir una hoja de trabajo existente),Save (guardar la sesión de trabajo),Print (imprimir la sesíon de tra-
bajo),Remove (eliminar la expresíon marcada),Unremove (recuperar láultima expresíon eliminada),Renumber
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(renumerar las expresiones),Author expression (introducir una expresión sencilla),Author vector (introdu-
cir un vector),Author matrix (introducir una matriz),Simplify (simplificar),Approximate (calcular un valor
aproximado),Solve (resolver algebraicamente o numéricamente una expresión),Substitute for variables
(realizar una sustitución),Calculate limit (calcular un ĺımite),Calculate derivative (calcular una deriva-
da),Calculate integral (calcular una integral),Calculate sum (calcular una suma),Calculate product
(calcular un producto),2D-plot window (realizar un gŕafico bidimensional) y3D-plot window (realizar un
gráfico tridimensional).

Figura 3.12: El uso de la ‘botonera’ de DERIVE for Windows nos puede simplificar mucho el trabajo. Otro elemento
interesante es la existencia de ‘teclas calientes’ que nos permiten evitar los menús, con lo que se gana
en rapidez.

4.2. Ejemplos de ilustracíon

DERIVE for Windows calcula sin ayuda la mayorı́a de integrales: polińomicas, trigonoḿetricas y racionales.
Cuando la integral no es sencilla, o bien cuandoDERIVE for Windows no sabe qúe hacer, podemos ayudarle de
varias formas: transformando el integrando en otro más f́acil de integrar o indićandole el ḿetodo de integración
que debe utilizar. En estéultimo caso, el programa nos proporciona una serie de utilidades que pueden ser
cargadas mediante las opcionesFile|Load|Math o File|Load|Util. Para escribir los integrandos podemos
utilizar todas las funciones que entiendeDERIVE for Windows, las cuales se presentan en la siguiente tabla.

Funcíon Teclear Funcíon Teclear Funcíon Teclear√
x SQRT(x) ex EXP(x) ln(x) LN(x)

logb(x) LOG(x,b) sen(x) SIN(x) cos(x) COS(x)

tan(x) TAN(x) cotan(x) COT(x) sec(x) SEC(x)

cosec(x) CSC(x) arctan(x) ATAN(x) arccot(x) ACOT(x)

arcsen(x) ASIN(x) arcos(x) ACOS(x) arcsec(x) ASEC(x)

arcosec(x) ACSC(x) senh(x) SINH(x) cosh(x) COSH(x)

tanh(x) TANH(x) cotanh(x) COTH(x) sech(x) SECH(x)

cosech(x) CSCH(x) arcsenh(x) ASINH(x) arcosh(x) ACOSH(x)

arctanh(x) ATANH(x) arccoth(x) ACOTH(x) arcsech(x) ASECH(x)

arcosech(x) ACSCH(x)

Calcular
∫

(4x2 − 2x+ 7)dx

Introducimos la expresión4x^2-2x+7 y seleccionamosCalculus|Integrate con la opcíon variable igual ax,
por defecto (ver Figura 3.13). El programa está preparado para calcular integrales indefinidas (por defecto) y
definidas. En el primer caso, el programa admite una constante de integración (por defecto,0). Para obtener la
solucíon debemos pulsar la teclaSimplify y resultaŕa:

4

3
x3 − x2 + 7x
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Figura 3.13: Ventana del programa que nos permite calcular integrales de funciones.

Calcular
∫

3x+ 5
x3 − x2 − x+ 1

dx

Escribimos la expresión (3x+5)/(x^3-x^2-x+1) y procedemos exactamente igual que en el ejemplo anterior.
El resultado obtenido es

−LN(x-1)
2

+
LN(x+1)

2
− 4

x-1

Calcular
∫ π

0
cos(x)dx

SeleccionamosAuthor y tecleamosCOS(x). A continuacíon elegimosCalculus|Integrate con las opciones
x (variable),π (lı́mite superior) y0 (lı́mite inferior). El resultado obtenido (si estamos trabajando con precisión
exacta) es0.

Calcula elárea bajo la curvay = cosh(x) entre−2 y 2

Siguiendo los pasos anteriores, introducimos la expresión COSH(x) y a continuacíon seleccionamos en el menú
Calculus|Integrate con las opcionesx (variable),2 (lı́mite superior) y-2 (lı́mite inferior). El resultado
obtenido ese2 − e−2.

Cuando la integral no es tan sencilla y el programa no consigue integrar la función debemos ayudarle indicándole
cuál de los ḿetodos de integración debe utilizar. En los siguientes ejemplos mostramos algunos casos tı́picos.
Para poder utilizar la integración por sustitucíon o por partes debemos de cargar la utilidadMISC.MTH, seǵun se
ha explicado anteriormente.

Calcular
∫

ex + 1
ex − 4 + 4e−x

dx

Esta integral la podemos calcular siguiendo los mismos pasos que en los ejemplos anteriores. Sin embargo, aquı́
la vamos a calcular mediante un cambio de variable. Consideremos el cambiot = t(x) = ex, entonces la manera
de indićarselo aDERIVE for Windows es mediante la ordenINT SUBST. Concretamente deberı́amos teclear
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INT SUBST((#e^x+1)/(#e^x-4+4#e^(-x)),x,LN(x))

y obtendŕıamos como resultado el valor de

3
2− ex

+ LN(ex − 2)

En general, si deseamos integrar la funciónf(x) mediante el cambio de variablex = g(t), debemos escribir

INT SUBST(f(x),x,g(x))

Calcular la integral
∫

(5x2 − 3)43x+1dx

El programaDERIVE for Windows puede calcular la integral anterior, cuyo resultado es

26x

(
10x2

3LN(2)
− 2

LN(2)
− 10x

9LN(2)2
+

5
27LN(2)3

)
.

Sin embargo, las integrales de este tipo se suelen resolver por partes, ya que la función que deseamos integrar se
descompone como un producto de dos funciones, una que se deriva fácilmente (5x2 − 3) y otra que se integra
fácilmente (43x+1). Por este motivo, vamos a ilustrar como indicarle aDERIVE for Windows que utilice deri-
vación por partes. Una vez cargado el ficheroMISC.MTH tecleamosINT PARTS(u(x),v(x),x), dondeu(x) y
v(x) son las partes que se derivan e integran fácilmente, respectivamente. En nuestro ejemplo, debemos teclear
INT PARTS(5x^2-3,4^(3x+1),x).

Una de las caracterı́sticas deDERIVE for Windows es su capacidad de calcular integrales que requieren el
cómputo de otras integrales previas. Esto es lo que ocurre, por ejemplo, en la integración por reduccíon que se
aplica a integrales con exponentes enteros grandes. Durante el proceso se encuentra una parte integrada y una
parte sin integrar en la que aparece la misma integral inicial pero con valores de estos exponentes disminuidos.

En los ejemplos que siguen aplicamos la integral al cálculo de longitudes,́areas y volumenes.

Un cable eĺectrico cuelga entre dos torres de la misma altura que están separadas 80 metros. El cable adopta la
posicíon de una catenaria cuya ecuación esy = 100 cosh(x/100). Calcula la longitud del cable entre las dos
torres.

Cuando tenemos una curvay = f(x), la longitud de la curva entre los puntos(a, f(a)) y (b, f(b)) es la integral

∫ b

a

√
1 + f ′(x)2dx.

En nuestro caso, la derivada esf ′(x) = sinh(x/100) por lo que la longitud será la integral

∫ 40

−40

√
1 + sinh(x/100)2dx,

cuyo valor es82.1506. Si cargamos la utilidadINT APPS.MTH entoncesDERIVE for Windows pone a nuestra
disposicíon la funcíon ARC LENGTH, con lo que podrı́amos haber calculado la longitud de la catenaria con sólo
escribirARC LENGTH(100 COSH(x/100),x,-40,40).
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Calcular elárea de la regíon limitada por las curvasf(x) = 2− x2 y g(x) = x

En primer lugar debemos hallar los puntos de corte, para lo que planteamos la ecuación2-x^2=x que resolvemos
con ayuda de la opciónSolve para obtenerx = −2 y x = 1. Entonces eĺarea se calcula con la función siguiente:
AREA(x,-2,1,y,x,2-x^2) cuyo resultado es4.5. En general, la sintaxis de la función área es

AREA(x,a,b,y,f(x),g(x)),

dondea y b son las abcisas de los puntos de corte y se supone que la funcióng es mayor o igual que la funciónf .

Calcular elárea de la superficie del paraboloidez = 2− x2− y2 que est́a sobre la regíon cuadrada limitada por
−1 6 x 6 1 y−1 6 y 6 1

Para el ćalculo deáreas de superficies,DERIVE for Windows dispone de la funciónSURFACE AREA, cuya sintaxis
es la siguiente:

SURFACE AREA(f(x,y),x,x 1,x 2,y,y 1,y 2),

dondez = f(x, y) es la superficie y el recinto es el rectángulo[x1, x2] × [y1, y2]. En nuestro caso, basta con
escribirSURFACE AREA(2-x^2-y^2,x,-1,1,y,-1,1) para obtener como resultado el valor de7.44625.

Calcular el volumen de la semiesfera de radio 1

Dada una funcíon z = f(x, y) definida en un recinto (rectangular o no), podemos calcular el volumen que hay
entre el recinto y la superficiez = f(x, y) definida sobréel. Para ello debemos utilizar la función VOLUME, cuya
sintaxis es

VOLUME(x,a 1,a 2,y,b 1(x),b 2(x),z,c 1(x,y),c 2(x,y)),

donde se supone quea1 6 x 6 a2, b1(x) 6 y 6 b2(x), c1(x, y) 6 z 6 c2(x, y). Por tanto, el volumen de la
semiesfera es

VOLUME(x,-1,1,y,-SQRT(1-x^2),SQRT(1-x^2),z,0,SQRT(1-x^2-y^2))

cuyo resultado es2.09439 (en precisíon aproximada) o2π/3 (en precisíon exacta).

4.3. Ejercicios de aplicacíon

A continuacíon se enuncian unos ejercicios sobre cálculo integral de funciones reales de una variable. Si el alumno
encuentra alguna dificultad debe revisar detenidamente los ejemplos anteriores.
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a) Calcular la integral
∫ −12
x2
√

4− x2
dx.

b) Calcular la integral
∫

sec2 t

tan t(tan t− 1)
dx.

c) Calcular la integral
∫

x1/4

1 + x1/2
dx.

d) Calcular la integral
∫
x4 + 2x2 + x+ 1

(x2 + 1)3
dx.

e) Calcular la integral
∫

1√
x(1− cos

√
x)
dx.

f) Calcular la integral
∫

x

1 + e−2
dx.

g) Calcular eĺarea de la región comprendida entre las gráficas def(x) = 3x3−x2−10x y g(x) = −x2 + 2x.

h) Calcular el volumen del sólido generado al girar la región limitada porf(x) = 2− x2 y g(x) = 1 en torno
a la rectay = 1.

i) Calcular el volumen del sólido generado al girar la región acotada por las gráficasy = x2 + 1, y = 0, x = 0
y x = 1 en torno al ejey.
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6. PREGUNTAS DE EVALUACI ÓN

E.3.1. Calcular las siguientes integrales indefinidas

∫
ln(x2 + x+ 1)

x2
dx

∫ √
4− x2

x
dx.

E.3.2. Calcular el volumen del sólido de revolucíon generado al girar alrededor del eje OX el recinto limitado por
la curvay = ex

√
sen(3x) entrex = 0 y x = π/3.
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E.3.3. Calcular la siguiente integral indefinida

∫ √
16− x2

x3
dx.

E.3.4. Calcular eĺarea del recinto limitado por la curvay = exsenx y por las rectasy = 0, x = 0 y x = π.

E.3.5. Un tanque está situado sobre una colina de 120 metros de altura. Lanza un proyectil que sigue una trayec-
toria dada por

y(x) = −0′05x2 + x+ 120,

dondex ey se miden en metros, como muestra la siguiente figura.

-

6

0
0

120

y

x

¿Cúal es la distancia recorrida por el proyectil durante su trayecto hasta impactar en el suelo?

E.3.6. Calcular la siguiente integral: ∫
3x+ 4

x3 − 2x− 4
dx

E.3.7. Un objeto volante sale del origen y asciende por el ejey. Al mismo tiempo un perseguidor parte del punto
(1, 0) y se dirige en todo momento haciaél con velocidad doble que la suya. La ecuación de la trayectoria
del perseguidor es

y =
1
3

(x3/2 − 3x1/2 + 2)

¿Cúanta distancia ha recorrido el objeto volante en el instante de ser capturado? ¿Y cuál ha sido la distancia
recorrida por el perseguidor?

E.3.8. Resolver la integral indefinida siguiente:∫
2x3 − 4x− 8

x4 − x3 + 4x2 − 4x
dx.

E.3.9. Resolver la integral indefinida siguiente: ∫
dx

(x3 − 1)2
.
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