CAPITULO 3
CALCULO INTEGRAL

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP iTULO

e Concepto dérea e Integracon de funciones trigonoatricas
e Sumas de Riemann e Integrales irracionales

e Integral definida e Area de la regin entre dos curvas

e Propiedades de la integral definida e \olumen de un&lido de revoludbn

e Integral indefinida e Longitud de arco de una curva

e Propiedades de la integral indefinida e Area de una superficie de revolani

e Teorema Fundamental debfeulo Integral e Integral impropia

e Integracén por cambio de variable e Regla del punto medio

e Integracéon por partes e Regla del trapecio

e Integracon de funciones racionales e Regla de Simpson

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP iTULO

2.1. El problema delarea

En esta secoin partimos de la base que el conceptcadea es bien conocido. Esto no significa que el alumno
deba tener una idea precisa y formal de dicho concepto, sésdien que todos poseemos una idea intuitiva que
no necesita aclaram.

El tipo de regbn mas simple con el que nos podemos encontrar es uangalo, cuyaarea se define como

el producto de su base por su altura. A partir de esta deéfinjppdemos obtener laérinulas para ehrea de
regiones ras complicadas: fangulos, paralelogramos, jpgbnos regulares, etc. El gran problema se plantea
cuando se intenta calcularalea de regiones&s generales que las poligonales.

Los primeros mateaticos que intentaron resolver el problema de una forma seria fueron los griegos, utilizando el
método de “exhaudin”. Este nétodo, atribuido a Ardmedes, consiste en encajar la éegentre dos pagonos,

uno inscrito y otro circunscrito. Si la diferencia entredasas de los dos dgbnos es peqii@, entonces podemos
aproximar elarea de la re@in por cualquier amero comprendido entre atea del pdgono inscrito y ebrea del
poligono circunscrito.

El método que emplearemos a@s parecido. Se trata de aproximar ladegbor una urén de recangulos de tal
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forma que ehrea de la re@in se aproxime por la suma de E®as de los reghgulos.

2.2. Laintegral definida

2.2.1. El sumatorio

Como hemos indicado anteriormenteasta de una regn se va a obtener como una suma (posiblemente infinita)
deareas de reangulos. Para facilitar la escritura y comprénsile tal proceso, vamos a introducir una nd@taci

La suma de: téerminosay, as, .. .,a, Se denota por
n
Zai =a1+az+ -+ an,
=1

donde: se llamaindice de la suma a; el i-ésimo €rmino de la suma y losimites inferior y superior de la
sumason 1 yn, respectivamente. Estdsnites deben ser constantes con respectodite de la suma y lanica
restriccbn es que eliimite superior debe ser cualquier entero superior (o igualjredd inferior.

El sumatorio posee las siguientes propiedades:

1) Z ka; =k Z a;, dondek es una constante que no dependdmigdice de la suma.
i=1 i=1

@ D laitb]=> ai+> b
i=1 i=1 i=1
Por ejemplo, alguna$fmulas de suma importantes son las siguientes:
Q) Z c=cn.
1=1

@ > i= w
=1

3) ZiQ _ n(n + 1)6(2n +1)
i=1

- n2 n 2
@y i =D
=1

2.2.2. Sumas de Riemann

Consideremos una furtm f definida en el intervalo cerrada, b]. Unaparticion P de dicho intervalo es un
conjunto de ameros{xzg, x1, z2, .. ., z, } tales que

a=20 <1 <Ly < < Tp_1<xy,=>0
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Si Ax; es la anchura detésimo subintervalfr;_1, z;], es decirAz; = x; — x;_1, entonces se define teorma
de P, y se denota patP||, como la longitud del subintervaloaa grande. En otras palabras,

[|P|] = max {Az;} = max{Axy, Axa,...,Azy}.

Si ¢; es cualquier punto del subintervalk&simo, entonces la suma
n
Z f(ei) Az, Ti—1 < ¢ < @y,
i=1

se llamasuma de Riemannde la funcon f asociada a la partich P. Entre todos los posibles valores de
podemos destacar los siguientes:

(1) ¢; = m, paratodadi, dondef(m;) es el valor nmimo def en eli-esimo subintervalo. Entonces la suma de
Riemann

n

s(f,P) =Y f(mi)Az;

i=1

se denominaguma inferior de f asociada & (ver Figura 3.1).

y y = f(x)

Figura 3.1: Suma inferior de Riemann.

(2) ¢; = M; para todai, dondef(M;) es el valor raximo def en eli-esimo subintervalo. Entonces la suma
de Riemann

n

S(f,P)=>_ f(M;)Az;

i=1

se denominaguma superiorde f asociada & (ver Figura 3.2).

n

Es facil comprobar que(f, P) < Z f(ei)Az; < S(f, P) para cualquier partion P del intervalo[a, b].
=1

Una funcbn f definida en[a,b] se diceintegrable en [a, b] si existe el imite de las sumas de Riemann fle
(cuando la norma d& tiende a 0) y denotamos estmlte mediante

n b
H}gi‘r‘riogf(ci)Ami = /a f(x)d.
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Figura 3.2: Suma superior de Riemann.

Dicho valor se denominiategral definida de f entre a y b. a y b son los Imites inferior y superior de integrabui,
respectivamente.

No todas las funciones son integrables. Sin embargo, el siguiente resultado nos garantiza que la familia de funcio-
nes integrables en un intervalo es muy grandeda funcon continua en un intervalo cerraflob] es integrable
en dicho intervalb.

La relacbn entre ehrea de una regn y el concepto de integral definida queda reflejada en el siguiente resultado:
Si f es continua y no negativa en un intervalo cerradé|, entonces ehrea de la re@in limitada porf, el ejex
y las lineas verticales = a y x = b viene dada por

b
area= / f(x)dx.

2.2.3. Propiedades de la integral definida

La integral definida de una furtm f satisface las siguientes propiedades:

® [ fyiz=o.

@ [ faa=- [ ' faya

3) /ab edic = ofb - a).

@ [+ oo = [ s+ [ gwae

(5) /: cf(x)dm:c/abf(x)dx.
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© [ ' fla)de = / f)de + / ' fla)a

(7) Si f es no negativa en el intervalo cerrddob] entonces

/a " fayde > 0

(8) Sify g sonintegrables efu, b] satisfaciendo qué(x) < g(x) para todo valor de en|a, b], entonces

/a  fla)ar < / " @)

(9) Sim < f(x) < M paratodo valor de en|a, b] entonces

(10)

[ e < [ 15

2.3. Laintegral indefinida

El problema de la integramn puede interpretarse como el problema dual de la debnayital relacdbn queda
claramente de manifiesto en el Teorema Fundamentalaelld. Antes de llegar a este teorema impofitanmto,
necesitamos introducir el concepto de primitiva (o antiderivada).

Seanf y F dos funciones. Se dice que es unaprimitiva (o antiderivada) de la funcén f si F'(z) = f(x)
para todo valor posible de

El siguiente resultado es de una importancia crucial, ya que nos garantiza que cualquier primitiva de éina funci
puede ser obtenida mediante la agiictle una constante a una primitiva conocida. Estalsdnase del segundo
teorema del &lculo integral dRegla de Barrow
Si F' es una primitiva d¢ en un intervald, entonces; es tambén una primitiva dé" en el intervald si y lo
Si

G(x)=F(x)+C

para todo valor de, siendoC' una constante.

Como una notaéin, cualquier primitiva de la funén f se indicaa por
/f(a:)dx

y se denomindh, gerericamenteintegral indefinida de f.

Como consecuencia de lo anterior y de las propiedades de la denw@eifunciones, se tienen las siguientes
propiedades:

Q) /Oda: =C

@) /kdaz = kz + C.
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@ [ k@) =k [ s

(4) /[f(x)j:g(x)]dx:/f(z)dxi/g(x)dx.

" anrl
(5) /x dx:n+1—|—0.

2.3.1. Primer Teorema Fundamental del &culo Integral

Si f es una fundn continua efa, b, entonces la funén F' definida por

Pla) = / " fyat

es continua efu, b], diferenciable effa,b) y satisface qué” (z) = f(x).

2.3.2. Segundo Teorema Fundamental deEulo Integral

Si f es una fundn continua eta, b] entonces

b
[ f@yde = F®) - Fla)

dondeF es cualquier primitiva d¢ en el intervalda, b].

2.4. Meétodos de integradbn

2.4.1. Integrales de las funciones elementales

Las reglas del@culo integral descritas anteriormente permiten encontrar la integral indefinida de ciertas funcio-

nes a partir de la integral indefinida de otras funcionés elementales oakicas. Pero efiltimo extremo, la
integral indefinida de estas funcioneéssitas debe obtenerse a partir de la defimicPara facilitar la bsqueda de

integrales indefinidas, en la Tabla 3.1 listamos algunas dedasfementales; la lista no es demasiado exhaustiva

y siempre se puede recurrir a cualquiera de los libros recomendados para obtener unasabiapteta.

2.4.2. Integracion por cambio de variable

El método de integradin por sustitu@n o cambio de variable se apoya en el siguiente resultédicoe
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/kdaj:kzx—i—c

1
/—dx:1n|x|+C
T

/a””dx: a +C

Ina

/senxdx = —cosx+C

/cotanxdx =In|senz|+C

/cosec xdx = —In | cosecx + cotan x| + C

/cosec2 xdx = —cotanx + C

/cosecx cotan xdr = — cotanxz + C

dx _1 ; z+C
Z —aarc ana

/cosh xzdx = senhx + C

xn-&-l
/:C"dm = +C
n+1

/e””dx:e””—kC
/cosxd;v:senx+0
/tanxd:r:—ln|cosx|+c
/secxdwzln\secx+tanx| +C
/seczzdx:tanerC
/secxtanxdz:sechrC

T
= arcsen — + C
a

/ dx
VaZ — 22

1
= —arcsec m +C
a a

/ dx
Va2 — a?

/senh xdx = coshx +C

Tabla 3.1: Formulas basicas de integracion.
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Seanf y g funciones tales qu¢ o g es una fundn continua en un intervalb. Si F' es una primitiva dg enl,
entonces

[ Ho@g@yds = Flgto) + C.

Como consecuencia de lo anterior, podemos utilizar la siguiente estrategia:

(1) Escoger una sustitum v = g(z) adecuada.

(2) Hallardu = ¢'(z)dz.

(3) Reescribir la integral eretminos de la nueva variable
(4) Calcular la integral resultante eariminos deu.

(5) Cambiaru por g(x) para obtener la primitiva e@tminos der.

2.4.3. Integracion por partes

Esta €cnica es especialmenitl cuando la fundn a integrar es un producto de funciones algebraicas o trascen-

dentes, de tal suerte que un factor se deiedhente y otro factor se integra sin mucha dificultad. Etado se
sustenta en el siguiente resultadorteo:

Siu y v son funciones de y tienen derivadas continuas, entonces
/udv = uv—/vdu.

La estrategia que debe utilizarse para utilizar esttodo es la siguiente:

(1) Tratar de quelv sea la parte @s complicada del integrando que se ajusta a amadla de integradin
basica. Entonces se# el resto del integrando.

(2) Alternativamente, tratar de quesea la parte del integrando cuya derivada es unadanoas simple que
u. Entoncesiv seé el factor restante del integrando.

Algunas de las integrales por parteasitomunes se ofrecen a contindaci

Q) /m"eaxdm, z" senaxdx, [ =" cosaxdx

Consideran = 2" y dv = e**dx, sen axdz, cosaxdx, respectivamente.

(2) /sc" In zdzx, /a:" arcsen axdx, /J;" arctan axdx
Consideran = In x, arcsen ax,arctanazy dv = x"dx, respectivamente.

(©) / e cos bxdzx, / e sen brdx
Tomaru = cos bx, senbxy dv = e**dx, respectivamente.
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2.4.4. Integracion de funciones racionales

La integracbn de funciones racionales se apoya eretanica de la descomposici en fracciones simples, cuya
integracon es nas sencilla. Sea la fur@m racionalR(z), donde

P bo +bix 4 - -+ bya”

Rlzy= L&) _ bt b nt_

Q(xz) ap+arx+--+apz™
R es una fundn racionabropia si el grado del denominador es mayor que el grado del numerador, esdecir
n. En caso contrario, la funimn R se dice que esnpropia. Podemos restringirnos, si@mlida de generalidad, al
caso de funciones racionales propias, ya que de no isgieagpre podemos dividir el polinomiB entre( para
obtener

donde la fundn racionalS(z)/Q(x) ya es propia.

Para descomponer una fuagiracional propia en fracciones simples debemos seguir los siguientes pasos:

(1) Factorizar el denominador. Hay que descomponer completamente el denomin@dey en factores de la
forma

(pz + q)*

y
(az? 4 bz + ¢)*,

dondeax? + bz + c es irreducible (tiene faes complejas).
(2) Factores linealesPor cada factor de la fornax +¢)*, la descomposiéin en factores simples debe incluir

la siguiente suma deefracciones simples:

A A A
N AP R R A
(pz+4q)  (px+q) (pz +q)

(3) Factores cuadaticos. Por cada factor de la form@z? + bz + ¢)*, la descomposion en factores simples

debe incluir la siguiente suma deracciones:

Bix + Cy Box + Cs i Bix + Cy,
(az? +bx +c)  (az? + bz + ¢)? (az? + bx + )k’

Cuando el denominador tiene factores de multiplicidad mayor que uno, entonces la@btknie integral indefi-
nida puede ser muy laboriosa. En estos casos es recomendable utilizar el sigéiedi® oue tamién es alido
en cualquier otra situan.

2.4.4.1. Metodo de Hermite-Ostrogradski

Consideremos la funén racionalkR = P/Q, entonces

P(z) X(x) / Y (x)
dr = + dzx,
/ Q(z) Q1(z) Q2(z)
donde@); (z) es el naximo coniin divisor deQ(x) y de su derivad®)’(z), Q2(x) es el cocient&)(x)/Q1(x),
y los polinomiosX () e Y (x) son polinomios con coeficientes indeterminados cuyos grados son inferiores en

una unidad a los grados dg (z) y Q2(x), respectivamente. Los polinomid§ e Y se calculan derivando en la
igualdad anterior, de forma que se tiene

Ple) _ X'(@)Qu(x) - Q@)X () , V()
Q(z) Q1(x)? Qz(x).
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2.4.5. Integracion de funciones trigonoratricas

2.45.1. Integrales de senosy cosenos

En este apartado vamos a resolver las integrales de la forma
/ sen” x cos™ xdx,

siendom 0 n un entero positivo. Se deben seguir las siguientes reglas:

(1) Sin =2k + 1esimparn > 1, entonces se utilizan las igualdades siguientes:

cos"x = cos" 'xcosx

cos’r = 1—sen’z

y la integral queda
/senm x cos” xdr = /senm z(1 — sen? 2)* cos xdx = /tm(l —tHkdt

donde lalltima igualdad se obtiene tras realizar el cambio de variableen x.
(2) Sim =2k + 1 esimparm > 1, entonces se utilizan las igualdades siguientes:

sen™z = sen™ 'xsenz

senz = 1—cos’x

y la integral queda
/senm x cos”™ xdr = /(1 — cos® x)* cos™ z sen xdx = f/t”(l —tHkdt

donde lalltima igualdad se obtiene tras realizar el cambio de variableos x.

(3) Sim yn son paresy no negativos entonces se utilizan las siguientaslfis de reducon:

senxrcosr = 3 sen 2x
sen’r = 5(1 — cos 2x)
1
cos’r = 5(1 + cos 2x)

2.4.5.2. Integrales de secantes y tangentes

En este apartado vamos a resolver las integrales de la forma
/ sec™ x tan” zdx,

siendom 0 n un entero positivo. Se deben seguir las siguientes reglas:
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(1) Sim = 2k es positivo y par, entonces utilizamos la igualdad
sec?x =1+ tan’z

y la integral queda:

/secm ztan" xdr = /(SeC2 z)* 1 tan™ z sec? zdx

/(1 + tan? z)* 1 tan" z sec?® xdx

— /(1 + u2)k—1u’ndu
donde la ultima igualdad se obtiene mediante el cambio de vartiabléan x.
(2) Sin =2k + 1 es positivo e impar, entonces utilizamos la igualdad

2

tan’x = sec?z — 1

y la integral queda:

/ sec” xtan" xdr = / sec™ 1 z(tan? 2)¥ sec z tan zda

/secm_1 z(sec? z — 1)k sec x tan zdx

= /um*l(u2 — D*du

donde la ultima igualdad se obtiene mediante el cambio de variableec x.

(3) Sim yn sonimpares, se transforma un facten? z ensec? x — 1y se aplican los casos anteriores. Si es
necesario, se vuelve a aplicar esta transforamaci

(4) Sin =0y m esimpary positivo, entonces se utiliza integbacpor partes:

u = sec™ g

dv = sec®xdx

(5) Sin =0y m es pary positivo, se utiliza el cambio de variable tan x y la integral queda
/secm xdr = /(8602 )%72 sec’x = /(1 + tan? x)de sec? xdr = /(1 + %) " dt

(6) Si no se puede aplicar ninguna de las reglas anteriores, debemos intentar convertir la integral a senos y
€osenos.

2.4.5.3. Cambios de variable trigonéinicos

Las sustituciones trigonogtricas se emplean en integrales donde aparacen los siguientes radicales:

\/@2—x2, \/a2+x2, Va? —a?.

Los cambios que deben hacerse son los siguientes:

(1) Para integrales que contiengfa? — 22, hacerz = asent. Entonces/a2? — 22 = a cost.
(2) Para integrales que contiengfa? + 22, hacerz = atant. Entonces/a? + 22 = asect.

(3) Para integrales que contienef? — a2, hacerz = asect. Entonces/a? — 22 = +atant. El signo+ o
— depende de st > a 0 x < —a, respectivamente.
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2.4.5.4. Funciones racionales de senos y cosenos

Para las integrales de funciones racionales en senos y cosenos existen varios cambios de variable especiales. Se
trata de calcular la integral

/ R(senx,cosx)dx,

dondeR es una fun@n racional. Los cambios apropiados son los siguientes:

(1) SiResimpar eren z, es decirR(— senz, cos x) = —R(sen x, cos x), entonces debemos haceet cos .
(2) SiResimparerosz, es decirR(senx, — cosz) = —R(sen x, cos ), entonces debemos hacet sen z.
(3) SiR(—senz, —cosx) = R(senx, cosx), entonces debemos hacet tan x.

(4) Sino se puede aplicar ninguno de los casos anteriores, entonces hacemos el cambioturitargal/2),

de modo que
2t
seny = ——,
1+ ¢2
1—¢2
CoOsT = — s
142’
2dt
de = .
* 1+ t2

2.4.6. Integrales irracionales

No siempre es posible expresar la integral de una &mgracional mediante funciones elementales. En esta
seccon veremos algunos tipos de funciones irracionales ppermiten expresar su integral indefinida por medio
de funciones elementales.

2.4.6.1. Integrales del tip7/ Rz, aPr/a . gPe/ 1)y

Se efedha la sustituén

r=1t",

siendom el minimo conmuin miltiplo de{q¢1, g2, - - . , qx }-

. a4+ b\ P/ az + b\ PF/
246.2. 1| [ I T
6 ntegrales de t|p7[ R(, (Cw T d) EERE <Cx i d) )dz

Se efedha la sustitudn
ar +b B

cx+d
siendom el minimo cormuin miltiplo de{q¢1, g2, - - . , qx }-

m
)
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2.4.6.3. Integrales del tipy[ R(x,Vax? + bz + c)dx

Se efedban las siguientes sustituciones:

(1) Sia > 0entonces hacemos
Vaz? + bz +c = +vazx +t,

con lo que
2 —c

T b-2vat’

(2) Siaz? + bz +c = a(z — a)(x — (), siendoa y 3 las rdces reales, entonces hacemos

Var? +bx+c= (x— at,

x

de modo que
af — at?
a—1t2

2.4.6.4. Integrales del tipyf 2™ (a + ba")Pdx

Estas integrales se conocen con el nombre de integrales binomias, y los expenentep deben ser imeros
racionales. En primer lugar se realiza el cambio de variabler™ y la integral se transforma en la siguiente

1
/wm(a + bx™)Pdr = — /tq(a—l— bt)Pdt,

n

m+1 . . L. -
dondeq = —— — 1. La integral anterior se puede calcular égppghmente en los siguientes casos:
n

(1) Sip es entero entonces se desarrolla el binofaie- bt)? o (a + bt) P, sedin segp positivo 0 negativo, y
se obtiene una integral irracional del tigz, zP1/91, . . ., zPr/ax),

(2) Sipno es entero pergsi lo es, entonces la integral se transforma en una irracional deRtipda+bt)"™/*).

(3) Si p no es entero perp + ¢ s, entonces la integral se transforma en una integral irracional del tipo

T

2.5. Aplicaciones del alculo integral

2.5.1. Areade laregdn entre dos curvas

Ya hemos visto que drea que hay bajo una curva se puede calcular utilizando la integral definida. Con muy
escasas modificaciones podemos calcul@reh que hay entre dos curvas. Consideremos dos funciones
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definidas en un intervalfw, b] tales quef(x) > g(x) para todo valor: de [a, b]. Entonces ebrea de la redin
limitada por las gificas def y g y las ineas rectas = a y = = b viene dada por

)
{
/ '
i
i S
] !
i ! ’
i { X -
a b a b a b
(Area de laregionentre fy g) = (Area de la region bajo f) - (Area de la regién bajo g )
[ v -gen e = [ sy as - [ g ax

Figura 3.3: Area de la region comprendida entre dos gréaficas.

En general, puede ocurrir que no siempre se verififfug > g(x) ni lo contrario. Entonces debemos dividir el
intervalo[a, b] en subintervalos dondéacurra, aplicar laérmula anterior en cada subintervalo y posteriormente
sumar los resultados. En otras palabras:

El area de la re@in limitada por las dgaficas de dos funciongsy g, y las neas rectas = a y x = b viene dada
por

b
A= [ 17(2) - glw)lda.

2.5.2. Calculo de volimenes de los@idos de revoludn

En esta secbn vamos a calcular el volumen de wiido tridimensional que aparece frecuentemente en inganier
y en procesos de produéai. Nos estamos refiriendo a loglidos de revoludn, los cuales se obtienen al hacer
girar una regin plana alrededor de una recta contenida en el mismo plano y que no corta ara Eggmplos de
solidos de revolu@n son el cilindro circular recto, la esferay el toro.

2.5.2.1. Mtodo de discos

Para calcular el volumen de ublglo de revoluddbn por el nétodo de discos, debemos utilizar las siguientes
formulas:

(1) Si el eje de revoluéin es horizontal:
b
V= 77/ [R(2)]2da.

En este caso estamos suponiendo que l@negiana que gira es la régi limitada por la gafica deR(z),
el ejex, y las ineas rectas = a 'y x = b. Como eje de revolubh se considera el eje
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Disco

Rectangulo representativo

representativo

/

Region plana

Eje
de revolucion

x=a Ax x=

Sélido de

Aproximacion
revolucion

por n discos

Figura 3.4: Método de discos para el calculo de volimenes.

(2) Si el eje de revoluéin es vertical:
d
v=r [ 1RGPy

En este caso estamos suponiendo que l@negliana que gira es la régi limitada por la gafica deR(y),
el ejey, y las ineas rectag = cy y = d. Como eje de revolubn se considera el eje

2.5.2.2. Metodo de arandelas

Se utiliza este @todo cuando se trata de calcular el volumen dedlide de revoluadn con un agujero. Este
tipo de ®lidos aparecen cuando la régiplana que gira y el eje de revol@nino esin juntos. Supongamos que
la regbn plana es la regn determinada por las &@ficas de las funcione®(z) y r(x) (conR(z) > r(x)), y las
lineas rectas = a y = = b. Si se gira esta regh alrededor del eje entonces el volumen debkdo resultante es

b
- 7r/ [R(z)? — r(z)?]da.

Si la regbn plana es la regh determinada por las&@ficas de las funcionds(y) y 7(y) (conR(y) > r(y)), y las

Soélido de revolucion
| con agujero

¢
&Y

Region plana

Figura 3.5: Método de arandelas para el calculo de volimenes.
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lineas rectag = cy y = d. y se gira esta regnh alrededor del ejg entonces el volumen debkdo resultante es

d
v=r [ 1Rw? - )y

2.5.2.3. Metodo de capas

Consideremos la regin plana determinada por lagfica de una funéin f(z), y lasrectax = a,z = bey = c.
El volumen del élido de revoluddn obtenido al girar dicha reg alrededor de un eje vertical= x( viene dado
por

b
V=2 / p(x)h(z)dz,

dondep(x) es la distancia de al eje de revoludin y h(x) es la distancia entrey f(z). Usualmente, el eje de
revolucbn es el ejg y la regbn esé junto al ejer, por lo quep(x) = z 'y h(z) = f(z).

&

B (x)

Eje de giro

Eje de giro

Figura 3.6: Método de capas para el calculo de volimenes.

Si consideramos la re@yi plana determinada por la&dica de una funéin f(y), ylasrectag = ¢,y = dyx = a,
el volumen del 8lido de revoluddbn obtenido al girar dicha refyn alrededor de un eje horizontal= y, viene
dado por

d
V= QW/ p(y)h(y)dy,

dondep(y) es la distancia de al eje de revoludn y h(y) es la distancia entre y f(y). Cuando el eje de
revolucbn es el ejer y la regbn esé junto al ejey, entonced(y) =y y h(y) = f(y).

2.5.3. Calculo de volimenes

Analicemos ahora unobfido S cualquiera. Vamos a suponer que existe una recta, que consideraremos,el eje
y dos planos paralelos entreysperpendiculares al eje, tales que @ido se encuentra entre ambos planos (de
ecuaciones = a 'y x = b). Cada planac = xg, a < g < b, paralelo a los anteriores y perpendicular al eje
intersecciona & sedin una regdn (denominadaeccon transversa)) cuyaarea se denota pot(z(). Haciendo
esto para cada valar, en el intervalda, b] podemos construir una furdgi A(z), definida era, b}, que mide el
area de las secciones transversales. Entonces el voluntenielee dado por

V= / " Ay,

a
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Casos particulares de estarhula han sido obtenidos en la sértanterior dedicada a losl&dos de revoludn.

2.5.4. Longitudes de curvas

Un segmento de curva se dieetificable si tiene una longitud de arco finita. El problema de determinar la lon-
gitud de una curva es muy antiguo (algunas contribuciones ya fueron realizadas por loatinateG Huygens
(1629-1695) y J. Gregory (1638-1675)) y no por ello es sencillo. Una condicificiente para que la&fica de
una funcén f sea rectificable entre los punt@s f(a))y (b, f(b)) es que la derivadd’ sea una funéin continua
en[a, b]. Se dice entonces que la fuanif escontinuamente derivableo de claseC.

El fundamento térico que nos permite obtener urdarhula para la longitud de arco es el siguiente. Consideremos
dos puntos;; 1 Y z; en el intervalda, b]. Entonces por el teorema del valor medio se tiene

f(xg) — f(wio1) = f/(Cz)(lz —Zi-1), ¢i € (Tim1,24).

Si aproximamos la longitud de arco de la curva por la longitud de una poligonal que se apoya en los puntos
{(z;, f(z;))} entonces al tomairhites se obtiene

Ly(f) = lim > V/(Az)? + (Ay;)?
i=1
n Ay 2
= 1l 1 — ) Az

= lim Z V14 f(e;)?Ax;
i=1

b
/ V14 fl(x)2de
dondeAx; = x; — x;_1 Yy Ayl‘ = f(l’l) — f(xi,l).
En consecuencia, obtenemos las siguiertiandlas:

(1) Silafuncbny = f(x) representa una curva suave en el interV@l®], la longitud de arco d¢ entrea y b
viene dada por

b
LY(f) :/ V14 fl(x)%de.

(2) Silafuncbnax = g(y) representa una curva suave en el interyald], entonces la longitud de arco de
entrecy des

d
Lf(9)=/ V1+ g (y)2dy.

2.5.5. Areas de superficies de revoluri

Si se gira la gafica de una funéin continua alrededor de una recta, la superficie resultante se dersuperécie

de revolucion. Para calcular éhrea de una superficie de revolutise parte de ledfmula delarea de un tronco

de cono circular recto y se aplica a los conos obtenidos al rectificar la curva por medio de una poligonal que se
apoya en los punto§«;, f(z;))}. El resultado obtenido es el siguiente.
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Siy = f(z) tiene derivada continua en el interviob], entonces éirea de la superficie de revolaniS formada
al girar la géfica def alrededor de un eje horizontal o vertical es

b
S = 277/ r(z)y/1+ f(x)%dx,

donder(x) es la distancia entre la&fica def y el eje de revoludin correspondiente.

2.6. Integrales impropias

La definicbn de integral definida que hemos presentado requiere que el interyidlde integradin sea finito y

que la funcdn f a integrar sea continua. Sin embargo, existen funciones que no cumplen estos requisitos (bien
porque el intervalo no es finito o bien porque la fumcy’ presenta alguna discontinuidad) y que, sin embargo,
pueden ser integradas, en un sentido que precisaremos a cor@muaci

2.6.1. Intervalos infinitos

Cuando el intervalo de integrdéci es infinito, se pueden presentar las siguientes posibilidades:

Figura 3.7: Integrales impropias de primera clase.

(1) Si f es continua effu, ), entonces

[eS) b
/ f(x)de = blirgo f(x)dx.

a

(2) Si f es continua elfi—oo, b], entonces

b b
/ fl@)dx = ll}IEl f(x)dx.

a

(3) Si f es continua efi—oo, 00) = R, entonces

/_O; f(x)dr = /_COO f(z)dz + /:o fl@)dz.

para cualquier iimero reak.
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Si los limites existen, la integral correspondiente se dice@umergeo que es convergente; en caso contrario,
diremos que la integraliverge o que es divergente.

2.6.2. Integrandos discontinuos

En este apartado analizamos la integrales impropias que aparecen cuando existe alguna discontinuidad infinita en
los limites de integradin o en el interior del intervalo. Se pueden presentar las siguientes posibilidades:

Figura 3.8: Integrales impropias de segunda clase.

(1) Si f es continua eifu, b) y presenta una discontinuidad infinita grentonces

c—b—

b c
/ f(x)dx = lim / f(x)dx.
(2) Si f es continua effa, b] y presenta una discontinuidad infinita@rentonces

/b f(z)dz = lim b f(z)dx.

+
c—a c

(3) Si f escontinua efu, b] excepto en un punto€ (a, b) donde presenta una discontinuidad infinita, entonces

/jf(z)dx[f@)dw[f@)@.

Si los imites existen, la integral correspondiente se dice que converge o que es convergente; en caso contrario,
diremos que la integral diverge o que es divergente.

2.7. Integracion numérica

Hay ocasiones en las que es imposible determinai@tghente la integral indefinida de una fubj por lo
gue no podemos calcular atea que hay bajo la g@fica de la fun@n utilizando la Regla de Barrow. En estos
casos, 8lo nos queda recurrir abtculo nunérico de dichas integrales, utilizando uiarica de aproximagn.

A continuacén describimos algunos de lo€todos nas sencillos.



80 MATEMATICAS

2.7.1. Regla de las sumas inferiores y superiores

Seaf una funcén continua era, b]. La regla de lasumas inferiorespara aproximajf f(x)dx viene dada por

n

b b—a " b—a
[ o m 2t S i) = () + fma) -+ fmn)
a i=1
dondef(m;) es el valor nmimo def en eli-ésimo subintervalfz;_1, z;].

Analogamente, la regla de lasmas superiorepara aproximaj; f(x)dx viene dada por

b —a —a
[ @ TS 00 = SO0 + F() + -+ (M),

n n

dondef(M;) es el valor raximo def en eli-ésimo subintervalgr; 1, x;].

2.7.2. Reglade los extremos izquierdos y derechos

Seaf una funcén continua era, b]. La regla de logxtremos izquierdospara aproximaﬂf f(z)dx viene dada
por
- b—a

b —a
[ e TS i) = S w0) + £+ Sl

n :
=1

Analogamente, la regla de lextremos derechopara aproximaﬁ f(x)dx viene dada por

n n

b —a —a
[ @ TS ) = S )+ fa) 4o S

2.7.3. Regla del punto medio

Seaf una funcon continua erfa, b]. La regla depunto medio para aproxima!ff f(z)dx viene dada por

n

b —a " —a
[ f@dem TS @) = S + fa) + o Sl

dondez; es el punto medio detésimo subinterval@r;_;, z;], es decirz; = %(xi_l + x;).

2.7.4. Regla del trapecio

Seaf una funcén continua etja, b]. La regla detrapecio para aproximajf f(x)dx viene dada por

b —a 2 Ti—1 €Z; —a
[ pteyin 220y AU IE) D815 40 (an) - 2 ) + S0
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Figura 3.9: Regla del punto medio para la integracion numérica.

y = f(z)

Figura 3.10: Regla del trapecio para la integracion numérica.

2.7.5. Regla de Simpson

La regla de los trapecios se obtiene de aproximar la curva por una poligonal, con lo quérabaggila curva
se aproxima por una uim de trapecios. En consecuencicgama de dicha regh se aproxima por la suma de las
areas de los trapecios. Otra posibilidad puede ser agrupar los puntos de lamdgities en tres y aproximar la
funcion por segmentos paralicos (en lugar de rectiteos). Entonces la integral de la fuiitise puede aproximar
por la integral de los segmentos pasktos.

Seaf una funcon continua erfa, b]. La regla deSimpsonpara aproximajab f(x)dx viene dada por

b
[ e~ R (7(@) 4 4f(0) + 2f() + 45 (0) 4+ 25 0nz) + 4f () + 1B

—a
n

siendon un nimero patr.
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Figura 3.11: Regla de Simpson para la integracion numérica.
2.7.6. Estimacbn de errores

Cuando se trabaja con aproximaciones es importante conocer eqiregisbn estamos calculando el valor de
la integral. Adenas, es posible que alg método sea sensiblemente mejor que los @grsi bien puede que sea

bajo ciertas hiptesis. A continuaéin enunciamos los errores que se cometen en las reglas de aproxinmasi
usuales.

(1) Si f tiene derivada segunda continualerb|, entonces el erraE), cometido al aproximaf; f(x)dx por
la regla del punto medio es

M(b—a)?
Ev|< —7=—:
B 24n?
siendoM una cota superior patd”|, es decir|f”(x)| < M para todo valor de.

(2) Si f tiene derivada segunda continualenb], entonces el errobE; cometido al aproximaf: f(x)dx por
la regla del trapecio es

M(b—a)?
Er| < ———5—,
[Ex 12n2
siendoM una cota superior patd”|, es decir|f” (x)| < M para todo valor de.

(3) Si f tiene derivada cuarta continua nb|, entonces el erroEs cometido al aproximaf: f(z)dx por la
regla de Simpson es

M(b—a)®

Es| < ;
|Es| 18004

siendo)M una cota superior pai#(?|, es decir] f*) (z)| < M para todo valor de.

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ON DE LOS CONOCIMIENTOS

A.3.1. Hallar la integral indefinida y comprobar el resultado por derivaci
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/\g’/idx /—dx /Fdx

/x(x2+3)dx /(x3/2 + 22 + 1)dz /ﬁdx
/(x3 +2)dz /(a:2 92+ 3)da / ﬁdw
/<ﬂ+ ﬁ) dx /de /(\%73+1)dx
/(:ﬁ — 22+ 1)%dx / v ;fi; ff”l* Lia / ‘i:lld
/(2:5— 1)°(32 + 1)da /($2 — (e + Dde fﬂi/j D

/S/z_zx(ﬁ —1)3dz /S/x_sx*4/3(x3 —1)dz /3(4x —2)2%dx

A.3.2. Hallar la integral indefinida y comprobar el resultado por derivaci

1 1

2 2
—1/2 rc+a+1 = +1

/(233 +x )dx 7 dz 3 dz
242

/(x +1)(3z — 2)dx /(2t2 —1)%at / ot

/(1 — 2y + 3y%)dy /gﬂ\/gdy /(1 + 3t)t3dt

A.3.3. Hallar la integral indefinida y comprobar el resultado por derivaci

/2(1 + 2z)da /m\/9 — 22dx /:cQ(xf” —1)'dx
22 x
3/1 _ 2 v o
/5z\/1 z2dx /(1+x3) dx / 16—x2d$

[aristgmte (1) [ e

CCQL\/E”@ /t2 (t - —) dt /(9 —y)\Vydy

A.3.4. Calcular las siguientes integrales indefinidas por&iatio del cambio de variable:

—1
/x\/x + 2dx /1,2\/1 — xdx ;Qx——

/(a:+1)_—x\/mdf” /\/%dw /x(x +1)3da

/\/%dx /mdaz /(x—l)mcza:
/ oV = 3da / 2z ¥ lda / sV/11 2o

A.3.5. Calcular las siguientes integrales:
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/e‘dex /(ac2 - 1)2”’3_3z+1dx /e1 Ydx
—z 3/x

/egdx /xe“zgdx /e dx

(1 +e—w)2 .’1,‘2
/e_‘”(l + e ") dx /em\/l —e¥dx c te

et +e "
5—e’ T —z\2 (z—3)
——dx (e —e ") dx (3—1x)e dx
o2z

A.3.6. Calcular las siguientes integrales:

1 1 T
d d d
/erlm /3f2 * /x2+1$
2 _ 2
/x 4dx /ln_xdx /(1+1nx) d
T 2x T
/x2—2dx / 1 i / 22+ 2x+3
xz+1 T+ 1 T —|—3x2—|—9x
1 1 v
———d d d
/x2/3(1+x1/3) . /1+ﬁ * /\/5—3 v

A.3.7. Calcular las siguientes integrales:

1—x\/_ x—1)3d 3hde
/QId{E /:r5$2dm / € T
l1+e®
1—Vx 1
d —d 47%d
/1+\/Ea7 /1—|—\/2x$ / v

xr _ - 1 2
/(3 - x)7(””_3)2d33 /%dm /de
et 4 e % x

A.3.8. Calcular las siguientes integrales trigoritntas:

/ 2 cos xdx

/3x2 sen z3dx

/ sec? 3zdx

2

/tan2 xdx /(cosec x + sen x) cosec xdx / e \/_

/ sen? 3x cos 3xdx / 4 cos® 4z sen 4xdx / er12:r
cos

2
sec”
—dx / tan zdz
Vtanx

A.3.9. Calcular las siguientes integrales trigortncas:

/ sec xdx

/(2 senx + 3cos x)dx /(t2 —sent)dt /(1 — cosec t cotan t)dt

/(sec2 0 — sen 6)df /sen(2x)dm /x cos(z?)dx
)
/sec2 Edm /wdw‘ /cotam2 xdx
2 cotan” x
/ tan z sec? xdx / cotan rxdx / cosec 2xdx
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A.3.10. Calcular las siguientes integrales trigor&ncas:

2 t
/ %C T g / SCTRART 1x /(sen 2z 4 cos 2z)%dx

tanx secr — 1

1 _
/ ﬂcﬁ /ez cose’dx /(COSec 20 — cotan 29)2d9
0 — sen 6

t
/ &dt / e “tane “dx / sen 2z cos 2zdx
1+sent

A.3.11. Calcular las siguientes integrales de las funciones trig@tacas inversas:

1
[ et [t
T+ 2 / x? —2 / e
\/_—252 x2+4 x? 74z77
Y i
/2m2—8x—|—10 /31‘—372 /\/332—1
1 . 1
/1—9x2 /

A.3.12. Calcular las siguientes integrales:

—dzx
1+ 4CE2 / zvA4z? —1

/ LA / ! d / L
e S, -
2 +1 V1= (x+1)2 V1—t4
/ arctan arcsen x / T
———dx ——dx ——dx
1422 V1—a? V1—z?
e’ 1 1
—d ——d —d
/\/1—6% v /x2—6x+18$ /\/E(qu:c)x
/ sen T e / 1 e / 2x d
1+ cos?x 22 — 22 + 2 22 + 62 + 13
A.3.13. Calcular las siguientes integrales:

x—|—2

1
—d
/\/—x2 — 4 * V- 45(,‘

x vV —1
——dx dx dx
zt 4222 + 2 \/—16x2+16z73 x
/7@

/Mdt /(x—l) 1x2—2xdz

A.3.14. Calcular las siguientes integrales de funciones hiparas:

coshx
senh (1 — 2 sh?(z — 1) senh(z — 1
/sen ( x)dx /cos (z — 1)senh(x — 1)dx /senhx
2 h(1 h(1
/accosech2 %dm /COSGC (1/z) (2:0tan ( /:E)dx /Senh2 xdx
T

T

f\/1+—x m zt+1

1 1

_ —d d
/,/71+e2wd$ /1—4x—2x2 * /25—x2 *

A.3.15. Calcular las siguientes integrales:
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35(1—2

tsen? tdt

A.3.16. Calcular las siguientes integrales:

2t — 1
—dt
/t2+4

-1
/ N 1)2dt
/tan(Z/t)dt
12

/(1 + e®)%dx

A.3.17. Calcular las siguientes integrales:

/scehda:
/xgezdx
/(lnx)de
/(z2 —1)e"dx

A.3.18. Calcular las siguientes integrales:

|4
/ cos® x sen zdx / sen” 2z cos 2xdx

/ sen’ Trdx
/ 22 sen? xdx
/ sec® Todx

/ cos? 3xdx
/ x sen? xdx
/ sec* brdx

A.3.19. Calcular las siguientes integrales:

/ tan® (z/4)dz

sec® Tz tan rrdx

cotan? t

/tan 3x sec 3xdx

cosec t

dt
/ 3 + 9t +1 /
/ /cos xe**" T dx
/ sec 3z tan 3xdx / —
e

—

d

3
——dt
/t2+1

/#dt
Vi-i

/(1 + 22%)%dx

3
——dx
/ Vbx — 22

sec?  tan zdx

sec® 42 tan 4zdx

cotan® 2zdx

sen 3z cos 2xdx

1
———dx
/xm
/ sec z
PR
4 + tan®x
1\3
/m (1 + —) dzx
T
4
—d
422 4+ 42 4+ 65 x

/ sen® z cos? xdx
/ sen’ z cos?® zdx
/ sec 3xdx
/ tan® (1—x)
/tan2 xsec? xdx
/sec3 xtan xdx

/ cosec* 0d0

/ sen 0 sen 30d60
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A.3.20. Calcular las siguientes integrales:

/7( ! dx /xmdx /7( ! dx

25 — x2)3/2 1+ 22)2
T 1
——dx V16 — 4x2dx / ——dzx
2 2
/ o / vi—a® / Y
(1—2)3/2 v A2 T 9
2
x x
—d 22\ /1 2z /7(1
/(x2+3)3/2 ’ /e Terar V2x — x? *

A.3.21. Calcular las siguientes integrales:

1
—d d d
/z2—5x+6x /z2+x72x /21’2+x—1m
/z2+12x+12d /4m2+2x1d / x? d
——dx ————dx ——dx
3 — 4z a3 + 22 (x —1)3
3x 2?2 —1 z?
——d ———d
/z2—6x+9x /x3+x /x472x278x
/ T /z2+x+2d / 22 +5
——dx x x
1624 —1 (22 +2)2 3 — 222 + 4o — 8
A.3.22. Calcular las siguientes integrales:

/5x2—|—20x—|—6 . /5x2+20x+6 . / 223 —4x — 8 e
x4+ 222 + o a3+ 222+ (22 —z) (2% 4+ 4)
83 + 13x x? 3z +4
——d —d ——d

/(1:2+2)2 * /(m1+1)2 * /x3—2x—4 v

2_ 14 20 — 3 —6at+x—4
/ 6a* — 3z + i / x(2zx —9) d /Jc 62* 4+ x i

3 — 222 + 42 — 8 23 — 622 + 122 — 8 1— 24

A.3.23. Hallar elarea comprendida entre la cunya= 62 — 22 y el ejeOX.

A.3.24. Hacer un esquema de la régiacotada superiormente por la cugve: /= e inferiormente por la curva
X . .
y=7 y determinar si@rea.

A.3.25. Hallar elarea de la re@in comprendida entre las curvas- 22 ey = ='/3 paraz € [-1,1].

1 . . 1
A.3.26. Una curva que pasa por el purith §) posee una pendiente vanable%lé = NN
X x x

a) Hallar la ecuadn de la curva.
b) Representar gficamente la curva.
c) Calcular elarea bajo la curva en el intervela 1].

1
3 —

A.3.27. Hallar elarea de la re@in comprendida entre las curvas- ey =
€Z

x? —
a) en el intervald2, 3].
b) a la derecha de = 3.

A.3.28. Calcular elarea de la re@in S comprendida entre la curva de eciacy = 22 e~ y el ejeOX.

A.3.29. Hallar la constante: para que ebrea encerrada pai(z? — y?) + 2* = 0 sea igual a 120 unidades
cuadradas.
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A.3.30. El plano de un tangulo novil permanece perpendicular a uddietro fijo de radia; la base del thngulo
es una cuerda delrculo y su \ertice opuesto egten una recta paralela abdnetro fijo y a distancia del
plano del érculo. Hallar el volumen del@&ido engendrado por el movimiento de estarigulo desde un
extremo al otro del d@metro.

A.3.31. La base de undido es la reghn compredida entre la curga= senx y las rectasc = 0, z = /2
ey = 0. Las secciones planas ddllislo perpendicular al ej© X son trangulos equéteros. Hallar el
volumen del élido.

A.3.32. Un leflador arranca una ia de urarbol cilindrico de radia:. Su primer corte es paralelo al suelo y llega
hasta el eje del cilindro. El segundo corte formaamguloa con el primero y lo intersecta en siwadietro.
Calcular el volumen de la éa. Indicacion: Situar el ejeOX de forma que las secciones transversales
perpendiculares @l sean reéngulos.

A.3.33. Calcular el volumen del@dido generado al girar respecto del €J& la regbn limitada por las patbolas
y =2y 8x =y

A.3.34. Calcular el volumen del@ido generado al girar el ingulo equitero de ertices(0,0), (2a,0) y
(a,av/3) alrededor del ej© X .

A.3.35. La figura limitada por la hipocicloide?/® 4 4%/ = a?/3 y el ejeO X gira alrededor de dicho eje. Hallar
el volumen del cuerpo de revolaei engendrado.

A.3.36. Dada la curva de ecudriy = % In 2’ a > 0, calcular el volumen engendrado al girar alrededor del eje
OX laregbn limitada por dicha curvay las rectas= a y x = a/2.
A.3.37. Sea el volumen de revolum engendrado pof(xz) = x(x — a), a > 0, al girar alrededor del €j@ X,

entre las rectas = 0y z = ¢, conc > «. Hallarc para que dicho volumen sea igual al volumen del cono
engendrado por el &ingulo de ertices(0,0), (¢,0) y (¢, f(c¢)) al girar alrededor del ej@ X .

A.3.38. Hallar el volumen del &lido engendrado al girar alrededor de la recta de ebnaci= 2, la regbn
limitada por la curvay = 22, el ejeOX y la rectar = 2.

A.3.39. Calcular la longitud del arco de la curya = 23,

a) entre los punto$0,0) y (4, 8).

. 4
b) entre dicha curva y la recta= 3"

A.3.40. Calcular la longitud del arco de la curydr) = In 2 desde el punte = /3 hastar = /8.

x

A.3.41. Calcular la longitud de la curva= In s
61?

1
1 entre los valores; = ay x5 = b.
A.3.42. Calcular la longitud del arco de la involuta de drcalo

x = a(cost + tsent)
y = a(sent — tcost)

desdée = 0 hastat = 2.

A.3.43. Calcular la longitud de arco de la curva

entre los puntos de intersecanide dicha curva con los ejes coordenados.

A.3.44. Hallar la longitud de la primera espira de la espiral de Ampdesy = ap.
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A.3.45. Hallar la longitud de la espiral logiamicap = ¢™% entre cierto puntdp,, ¢,) Y un punto ndvil (p, ).

A.3.46. Calcular elarea de la superficie generada por la cyjva- Inx desdex = 1 hastar = 5, al girar
alrededor del eje = 0.

A.3.47. Hallar elarea de la superficie engendrada al girar alrededor dé) Ejel contorno cerrado formado por

las curvase = y? ey = z2.

3
A.3.48. Calcular elarea de la superficie generada al girar alrededor déd&jda curvay = % entre los puntos

de abcisas = -2y z = 2.

A.3.49. Usar las reglas del trapecio y de Simpson para aproximar las siguientes integrales. Comparar las aproxi-
maciones con los valores reales.

2 0.1
a) / In zdx b) / a3 da
1 0
/3 0.4
C) / (sen z)*dx d) e3® cos 2xdx
0 0.2
/4 3 /4
e) / tan xdx f) / cot xdx
0 /2

A.3.50. Usar los valores de abajo para encontrar una aproxénacla integral
1.5
/ e’dx
1.1

a) la regla del trapecio cony = 1.1y 21 = 1.5;
b) la regla de Simpson cary = 1.1, 2y = 1.3y 25 = 1.5.
exp(1.1) = 3.0042 exp(1.3) = 3.6693 exp(1.5) = 4.4817

usando los ratodos siguientes:

4. ACTIVIDADES PRACTICAS DEL CAP iTULO

4.1. Introduccion

La practica se va a realizar con el programa dkeglo materatico DERIVE for Windows, versbn 4.05, de Soft
WarehouseDERIVE for Windows permite realizar &lculos y manipulaciones matéticas de cacter general,

lo cual significa que realiza muchas cosas de forma aceptable aunque no tiene la potencia de otros programas
espedicos. No obstantedDERIVE for Windows permite realizar todos losatculos que un usuario medio puede
necesitar.

En esta pactica nos vamos a centrar en élaulo integral en una variable. Veremasno calcular integrales
inmediatas y utilizando los distintosatodos de integragn: por cambio de variable, por partes, exponenciales y
logaiftmicas, trigonorétricas, racionales y binomias. Finalizaremos kcfica analizando algunas aplicaciones
del calculo integral al alculo de longitudesgreas y valmenes.

Antes de comenzar la @ctica sei conveniente que recordemos brevemente la ‘botoner&EkIVE for Win-
dows (ver Figura 3.12), ya que simplifica enormemente la introdutde datos y la realizam de @lculos. Los
botones permiten realizar las siguientes tareas (de izquierda a dergehggbrir una nueva hoja de trabajo),
Open (abrir una hoja de trabajo existentg}ve (guardar la seén de trabajo)Print (imprimir la sesbn de tra-
bajo),Remove (eliminar la expre€in marcada)ynremove (recuperar lailtima expresin eliminada)Renumber
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(renumerar las expresionesjthor expression (introducir una expreéin sencilla) Author vector (introdu-
cir un vector) Author matrix (introducir una matriz)Simplify (simplificar),Approximate (calcular un valor
aproximado)Solve (resolver algebraicamente o naricamente una exprési), Substitute for variables
(realizar una sustituéh),Calculate limit (calcular unimite),Calculate derivative (calcular una deriva-
da),Calculate integral (calcular unaintegralfalculate sum (calcular una sumafialculate product
(calcular un producto)?D-plot window (realizar un gafico bidimensional) \8D-plot window (realizar un
gréafico tridimensional).

D|=(@| & mfofea] . [ofid] =[x[&[5%] m]a]r]s|m| ~|%

Figura 3.12: El uso de la ‘botonera’ de DERIVE for Windows nos puede simplificar mucho el trabajo. Otro elemento
interesante es la existencia de ‘teclas calientes’ que nos permiten evitar los mends, con lo que se gana
en rapidez.

4.2. Ejemplos de ilustracon

DERIVE for Windows calcula sin ayuda la mayiar de integrales: pol@micas, trigonoratricas y racionales.
Cuando la integral no es sencilla, o bien cuad#€R/VE for Windows no sabe gé hacer, podemos ayudarle de
varias formas: transformando el integrando en otés facil de integrar o indiandole el nétodo de integradin

que debe utilizar. En est@timo caso, el programa nos proporciona una serie de utilidades que pueden ser
cargadas mediante las opcior&de|Load |Math 0 File|Load|Util. Para escribir los integrandos podemos
utilizar todas las funciones que entiendERIVE for Windows, las cuales se presentan en la siguiente tabla.

Funcin Teclear Funcbn Teclear Funcibn Teclear
NI SQRT (x) er EXP(x) In(x) LN (%)
logp, (x) LOG(x,b) sen(x) SIN(x) cos(x) CoS (x)
tan(x) TAN (x) cotan(x) COT (x) sec(x) SEC(x)
cosec(x) CSC(x) arctan(xz) | ATAN(x) arccot(xz) | ACOT(x)
arcsen(x) ASIN (%) arcos(x) ACOS (%) arcsec(x) | ASEC(x)
arcosec(z) | ACSC(x) senh(x) SINH(x) cosh(x) COSH(x)
tanh(z) TANH (x) cotanh(x) | COTH(x) sech(z) SECH(x)
cosech(x) CSCH(x) || arcsenh(z) | ASINH(x) || arcosh(z) | ACOSH(x)
arctanh(z) | ATANH(x) || arccoth(z) | ACOTH(x) || arcsech(x) | ASECH(x)
arcosech(x) | ACSCH(x)

Calcular [ (422 — 2z + 7)dx

Introducimos la expreSh 4x~2-2x+7 y seleccionamoSalculus|Integrate con la opobn variable igual &,

por defecto (ver Figura 3.13). El programagpteparado para calcular integrales indefinidas (por defecto) y
definidas. En el primer caso, el programa admite una constante de inbegflpor defectop). Para obtener la
solucbn debemos pulsar la tectamplify y resultaé:

4 5 2
—x° —x"4+7x
3
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Calculus Integrate - PRACT2.MTH
o (B v 6| ele n et k(xnv Elonp o xviexypoe & e=Uyt Ccld
A|B|T A E|(ZHS I KAMMNEOTIIPZTY &Y To=n|A-lL-I
|4-x"2 - 2-x + 7
ariable: Ix vi Definite integral ————————— Indefinite integral—————
Integral U pper Limit:l ’7 Canstant: IB
" Definite
& Indefinite Laver Lt I
ok | Simplty | Cancel |

Figura 3.13: Ventana del programa que nos permite calcular integrales de funciones.

3x+5
Calcular | ——d
/m3—m2—m+1 *

Escribimos la expreén (3x+5)/ (x~3-x"2-x+1) y procedemos exactamente igual que en el ejemplo anterior.

El resultado obtenido es
LN(x-1) LN(x+1)

4
2 2 x-1

Calcular [ cos(x)dx

Seleccionamoguthor y tecleamo0S(x). A continuacdn elegimoalculus| Integrate con las opciones
x (variable),n (Iimite superior) yo (Iimite inferior). El resultado obtenido (si estamos trabajando con poecisi
exacta) es.

Calcula elarea bajo la curvay = cosh(z) entre—2y 2

Siguiendo los pasos anteriores, introducimos la expneXiSH(x) y a continuadn seleccionamos en el nmien
Calculus|Integrate con las opciones (variable),2 (limite superior) y-2 (limite inferior). El resultado
obtenido es? — e 2.

Cuando la integral no es tan sencilla y el programa no consigue integrar larfudetemos ayudarle indicdole
cual de los nétodos de integragcn debe utilizar. En los siguientes ejemplos mostramos algunos ¢psws t
Para poder utilizar la integram por sustitu@n o por partes debemos de cargar la utilid@adc . MTH, sedin se
ha explicado anteriormente.

e’ +1
Calcular [ —M—
/ et — 4+ 4e—* v

Esta integral la podemos calcular siguiendo los mismos pasos que en los ejemplos anteriores. Sin embargo, aqu
la vamos a calcular mediante un cambio de variable. Consideremos el dambia) = ¢*, entonces la manera
de indicrselo aDERIVE for Windows es mediante la ordeINT_SUBST. Concretamente delamos teclear
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INT SUBST((#e"x+1)/(#e"x-4+4#e” (-x)),x,LN(x))

y obtendramos como resultado el valor de

3
2—e”

+ LN(e® — 2)

En general, si deseamos integrar la féncf («) mediante el cambio de variable= ¢(t), debemos escribir

INT_SUBST(f (x) ,x,g(x))
Calcular laintegral [ (522 — 3)43**dx

El programaDERIVE for Windows puede calcular la integral anterior, cuyo resultado es

o ( 1022 2 10z 5 )

3LN(2) LN(2) O9LN(2)2 + 27LN(2)3

Sin embargo, las integrales de este tipo se suelen resolver por partes, ya quedladuecieseamos integrar se
descompone como un producto de dos funciones, una que se daiivaehte §22 — 3) y otra que se integra
faciimente ¢3**1). Por este motivo, vamos a ilustrar como indicarlBBRIVE for Windows que utilice deri-
vacion por partes. Una vez cargado el fich#I@C . MTH tecleamosSINT_PARTS (u(x) ,v(x),x), dondeu(z) y

v(z) son las partes que se derivan e integiilinente, respectivamente. En nuestro ejemplo, debemos teclear
INT PARTS(5x72-3,4" (3x+1),x).

Una de las caractisticas deDERIVE for Windows es su capacidad de calcular integrales que requieren el
computo de otras integrales previas. Esto es lo que ocurre, por ejemplo, en la ideg@cieduc@n que se

aplica a integrales con exponentes enteros grandes. Durante el proceso se encuentra una parte integrada y una
parte sin integrar en la que aparece la misma integral inicial pero con valores de estos exponentes disminuidos.

En los ejemplos que siguen aplicamos la integrabidudo de longitudesareas y volumenes.

Un cable ekctrico cuelga entre dos torres de la misma altura quareseparadas 80 metros. El cable adopta la
posicbn de una catenaria cuya ecuéoiesy = 100 cosh(z/100). Calcula la longitud del cable entre las dos
torres.

Cuando tenemos una curya= f(z), la longitud de la curva entre los puntas f(a)) y (b, f(b)) es la integral

b
| VPP

En nuestro caso, la derivada £$x) = sinh(x/100) por lo que la longitud sérla integral

40
V/1 + sinh(z/100)2dz,
40

cuyo valor es82.1506. Si cargamos la utilidadNT_APPS.MTH entonceDERIVE for Windows pone a nuestra
disposicon la funcbn ARC_LENGTH, con lo que podamos haber calculado la longitud de la catenaria & s
escribirARC_LENGTH(100 COSH(x/100) ,x,-40,40).
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Calcular elarea de la regbn limitada por las curvag'(z) = 2 — 22y g(z) =

En primer lugar debemos hallar los puntos de corte, para lo que planteamos l@eeuack=x que resolvemos
con ayuda de la opgh Solve para obtener = —2y = = 1. Entonces ehrea se calcula con la fuidei siguiente:
AREA(%,-2,1,y,x%,2-x"2) cuyo resultado e$.5. En general, la sintaxis de la fubciarea es

AREA(x,a,b,y,f(x),g(x)),

dondea y b son las abcisas de los puntos de corte y se supone que larignes mayor o igual que la furtm f.

Calcular elarea de la superficie del paraboloide= 2 — 22 — y? que esh sobre la regbn cuadrada limitada por
-l<z<ly-1<y<l

Para el @lculo deareas de superficieBERIVE for Windows dispone de la funbin SURFACE_AREA, cuya sintaxis
es la siguiente:

SURFACE_AREA (f (x,y) ,x,x_1,x_2,y,y_1,y_2),

dondez = f(z,y) es la superficie y el recinto es el rapgulo|x;, 23] X [y1,y2]. En nuestro caso, basta con
escribirSURFACE_AREA (2-x"2-y~2,x,-1,1,y,-1,1) para obtener como resultado el valoride4625.

Calcular el volumen de la semiesfera de radio 1

Dada una fundin z = f(x,y) definida en un recinto (rectangular o no), podemos calcular el volumen que hay
entre el recinto y la superficie= f(x,y) definida sobrel. Para ello debemos utilizar la fudci VOLUME, cuya
sintaxis es

VOLUME(x,a_1,a_2,y,b_1(x),b_2(x),z,c_1(x,y),c_2(x,y)),

donde se supone que < = < as, b1(z) < y < ba(x), c1(x,y) < 2 < co(x,y). Por tanto, el volumen de la
semiesfera es

VOLUME(x,-1,1,y,-SQRT(1-x"2) ,SQRT(1-x"2),z,0,SQRT(1-x"2-y"2))

cuyo resultado €8.09439 (en precisbn aproximada) @=/3 (en precisbn exacta).

4.3. Ejercicios de aplicadbn

A continuacon se enuncian unos ejercicios sokaicalo integral de funciones reales de una variable. Si el alumno
encuentra alguna dificultad debe revisar detenidamente los ejemplos anteriores.
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—12
a) Calcular laintegral/] ———dx.
) g x2y/4 — 22
sec?t

b) Calcular la integray ———dx
tant(tant — 1)

1/4

. x
c¢) Calcular la mtegray mdm.

4 2
. ¥+ 2z +x+1

d) Calcular la integral dx.

) g / 1) x

e) Calcular la integral ] dz.

1
V(1 — cos /x

x
f) Calcular la int | ————du.
) Calcular amegra/l_s_e_2 x

g) Calcular elarea de la regin comprendida entre lasaficas def (z) = 32 — 22 — 102y g(z) = —2% + 2.

h) Calcular el volumen deliido generado al girar la re@i limitada porf(z) = 2 — 2% y g(x) = 1 en torno
alarectay = 1.

i) Calcular el volumen dekdido generado al girar la re@h acotada por las gficasy = 22 +1,y = 0,2 =0
y x = 1 entorno al eja.
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6. PREGUNTAS DE EVALUACI ON

E.3.1. Calcular las siguientes integrales indefinidas

dx
22

/ln(x2+m+1) /\/zlm—m?dx.

E.3.2. Calcular el volumen deldido de revoluadn generado al girar alrededor del eje OX el recinto limitado por
la curvay = e”+/sen(3z) entrex =0y x = 7/3.
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E.3.3. Calcular la siguiente integral indefinida

V16 — 22
wa.

E.3.4. Calcular elarea del recinto limitado por la curge= e”senx y por lasrectag = 0,z =0y z = .

E.3.5. Un tanque est situado sobre una colina de 120 metros de altura. Lanza un proyectil que sigue una trayec-
toria dada por
y(x) = —0'052% + 2 + 120,
dondez ey se miden en metros, como muestra la siguiente figura.

Y

120 cv/\

0oL ez
0

¢Cual es la distancia recorrida por el proyectil durante su trayecto hasta impactar en el suelo?

/ 3r+4 J
3 —2x —4 v
E.3.7. Un objeto volante sale del origen y asciende por elejgl mismo tiempo un perseguidor parte del punto

(1,0) y se dirige en todo momento ha@&hcon velocidad doble que la suya. La ecoadile la trayectoria
del perseguidor es

E.3.6. Calcular la siguiente integral:

1
Y= g(ﬂ;g/Q )

¢ Clanta distancia ha recorrido el objeto volante en el instante de ser capturado&l p¥ sido la distancia
recorrida por el perseguidor?

E.3.8. Resolver la integral indefinida siguiente:
203 — 4z — 8
dx.
x4 — 23 + 422 — 4z

E.3.9. Resolver la integral indefinida siguiente:
/ dx
(7 = 1)
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ANOTACIONES




