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Resumen

En esta tesis, estudiamos el disefio y analisis de algoritmos para un problema de
satisfactibilidad boolena bajo un dominio discreto. ElI problema de Maxima
Satisfactibilidad es un problema central en la demostracion automatica de teoremas y en la
teoria de complejidad computacional, por lo que existe un gran interés en la busqueda de

algoritmos eficientes para la resolucion de éste.

Ampliamente hablando, nuestro trabajo esta compuesto de tres partes. En la primera
parte, desarrollamos una serie de algoritmos y heuristicas (basados en busqueda local), que
combinados con las técnicas de busqueda Tabl y una nueva propuesta para el control de
reinicio de busqueda, denominada antipodales, dan como resultado una nueva propuesta
algoritmica a la que denominamos Blsqueda Tabl No Obvia con Antipodales (LS-NTA).
Se propone una nueva funcion objetivo (resultado del andlisis de la funcién objetivo no
obvia propuesta por Khanna [KhS96]) para LS-NTA.

En la segunda parte, mostramos que la funcién objetivo obtiene un factor de garantia
mejor que en la funcion objetivo no obvia propuesta por Khanna, esto para el tipo de

instancias que cumplen que W(S1) < piW(S), pO".

Finalmente, en la ultima parte de este trabajo, corroboramos los resultados
(obtenidos matematicamente), mediante un analisis empirico documentado a través de

tablas y gréficas.

Los resultados obtenidos se consideran satisfactorios, ya que el hecho de que
MaxSAT sea un problema representativo de su clase de complejidad (APX), implica que
las mejoras encontradas a los algoritmos que lo resuelven, pueden transformarse en

mejoras de algoritmos que resuelvan los demas problemas de su clase de complejidad.



INDICE

[ Introduccion 1|
Capitulo |
Fundamentos tedricos 3]
fl.1 Maquinas de Turin 3
1.1.1 Maquina de Turing determinista 3
[1.1.2 Méquina de Turing no determinista 7
1.1.3 Clases de complejidad definidas por las maguinas de Turing 8
fl.2 Teoria de los problemas NP-Completos 12
1.2.1 Caracterizacion sintactica de los problemas en NP 13
% Pr_oblemas de optimizacién en NP — 14
.2.3 Vista computacional de los problemas de optimizacion 16
f..3 Problemas SAT y MaxSAT 17 |
Capitulo 11
Propuestas algoritmicas para la resolucion del problema MaxSAT 20 |
P.1 Técnica de busqueda local 20 |
P.2 Busqueda local aplicada al problema SAT y MaxSAT 21 |
P.3 Busqueda local no obvia 23 |
P.4 Funcion objetivo no obvia propuesta 24 |
R.5 Busqueda tabu 25
.5.1 Busqueda tabu no obvia con antipodales 27
Capitulo 111
Elementos para el andlisis de algoritmos 30 |
B.1 Introduccion 30 |
B.2 Métodos para determinar el factor de garantia de los algoritmos 33 |
B.3 Modelos para construir instancias de férmulas booleanas 35 |
Capitulo IV
Determinacion del factor de garantia y andlisis experimental 38 |
K.1 Determinacion del factor de garantia 38 |
1.2 Analisis experimental 46 |
Conclusiones 62 |
Bibliografia 65 |

Lista de acronismos 68 |




Introduccidn

La aparicion de una gran cantidad de problemas en los ultimos afios que han
demostrado estar dentro de la categoria de problemas denominados NP (los cuales son
reconocidos por requerir de una gran cantidad de recursos y tiempo para que su resolucion
se cumpla) ha motivado el buscar algoritmos eficientes para su resolucion; sin embargo, a
menos que P = NP, no habra algoritmos de tiempo polinomial para solucionar tales
problemas.

En este trabajo se presentan diversas heuristicas para resolver eficientemente,
aunque de manera aproximada dos problemas clasicos NP-Completos: SAT y MaxSAT.

SAT y MaxSAT son dos problemas cruciales para el desarrollo de la demostracion
automatica de teoremas (DAT) en el calculo proposicional, su planteamiento puede
resumirse en la forma siguiente:

Dada una formula booleana F en forma normal conjuntiva (FNC), el problema SAT
consiste en decidir si F es satisfactible. EI problema de optimizacion MaxSAT consiste en
determinar el nimero maximo de clausulas que pueden satisfacerse simultdneamente.

A la fecha, como para todo problema NP-Completo, no se ha construido algoritmo
eficiente que resuelva a SAT y/o MaxSAT. Una alternativa en la busqueda de resolver
eficientemente los problemas de optimizacién es el desarrollo de algoritmos de
aproximacion, es decir, algoritmos que trabajando dentro de cotas polinomiales de tiempo
encuentren soluciones cercanas al valor éptimo, y especialmente que garanticen que las
soluciones halladas se encuentran dentro de un factor multiplicativo de la solucion optima.

En este trabajo, se exploraron las técnicas de busqueda local como algoritmos de
aproximacion para resolver MaxSAT. Es conocido que el factor de garantia de una
busqueda local para MaxSAT es de k/k+1, donde k es el nimero maximo de literales que
hay en alguna clausula de la formula booleana de entrada [HaP90]. Khanna propone un
procedimiento de busqueda local con una nueva funcién objetivo Ilamada funcion no obvia
que obtiene un factor de garantia de (2X-1)/2, siendo k, al igual que el caso anterior, el
nimero maximo de literales que hay en alguna clausula de la formula booleana de entrada
[KhS96].

Como resultado de nuestras investigaciones, proponemos una nueva funcién
objetivo que utilizada dentro del procedimiento de busqueda local obtiene un mejor factor
de garantia que el de la funcion objetivo propuesta por Khanna, esto para cierta clase de
formulas booleanas. En este documento presentamos la demostracion matematica para la
obtencion de este nuevo factor de garantia y corroboramos el resultado tedrico a través de
un analisis empirico sobre un universo de formulas booleanas generadas aleatoriamente.



Adicionalmente se disefiaron dos estrategias, una basada en una arreglo tabu para
acelerar la busqueda de 6ptimos locales y la otra basada en el uso de elementos antipodales
como procedimiento para re-iniciar la busqueda después de arribar a Optimos locales.
Ambas estrategias se implementaron a la basqueda local basada en la funcion objetivo que
propusimos. El algoritmo resultante, segun el analisis empirico, obtuvo mejores resultados
dentro de tiempos comparables con los demas algoritmos probados.

La organizacion del documento es la siguiente: En el capitulo I se revisa una serie de
conceptos basicos que son el preambulo tedrico del trabajo, estos conceptos incluyen:
maquinas de Turing, clases de complejidad, teoria de los problemas NP-Completos, y una
descripcion acerca de los problemas SAT y MaxSAT. Posteriormente, en el capitulo Il se
presentan diversas técnicas de aproximacion basadas principalmente en la busqueda local,
en el capitulo Il se revisan los elementos necesarios para el analisis de algoritmos; en el
capitulo IV se determina la eficiencia y factor de garantia del algoritmo propuesto, ademas,
se realiza el andlisis de los algoritmos mediante pruebas computacionales, tablas y graficas
comparativas. Por ultimo se presentan las conclusiones obtenidas de la investigacion y se
proponen diferentes trabajos a futuro en esta linea del disefio y andlisis de algoritmos de
aproximacion para MaxSAT.



Capitulo |

Fundamentos tedricos

1.1 Maquinas de Turing

Alan Turing [TuA36] desarroll6 un modelo matematico simple conocido con el
nombre de méaquina de Turing; este modelo matematico ha servido como base para poder
expresar en términos sencillos lo que un mecanismo de computacion puede o no hacer. En
la actualidad, es muy comun decir que cualquier problema que es resoluble bajo una
maquina de Turing serd resoluble también por cualquier otro mecanismo de computo, e
inversamente, problemas que no pueden resolverse por maquinas de Turing tampoco seran
resueltos por cualquier otro mecanismo de computo. ES importante entonces revisar el
funcionamiento de este modelo matematico que parece ser sencillo y a la vez muy
poderoso.

Se definen diferentes maquinas de Turing de acuerdo a la manera en que trabajan,
asi, existen maquinas de Turing deterministas y maquinas de Turing no deterministas, cada
una de éstas esta orientada a resolver un tipo especial de problemas.

1.1.1 Maquina de Turing determinista

Las maquinas de Turing deterministas (MTD) constan de un control finito, una
cabeza de lecto-escritura y una cinta dividida en un namero infinito de celdas; dichas celdas
son etiquetadas usando numeros enteros. Una representacion esquematica de una maquina
de Turing determinista puede observarse en la figura 1.1.

CONTROL
FINITO

, Cabeza de lecto-escritura

CINTA

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 1.1 Representacion esquemdtica de una maquina de Turing determinista



De manera formal, se puede definir una maquina de Turing determinista M por un
sistema de la forma: M=<Q, Z, t, qo, F>, donde:

* Q: es un conjunto finito de estados; cada uno de tales elementos indica un estado en el
que puede estar el control finito. Este conjunto de estados incluye dos estados
distinguidos de parada: gy y g, y el estado de inicio qo.

* (Qo: es el estado distinguido en el que arranca la maquina de Turing.

o X:eselalfabeto de simbolos. Tales simbolos son usados en la codificacion de la cadena
de entrada asi como para codificar los simbolos que pueden colocarse en la cinta de la
maquina de Turing.

» F: subconjunto de Q, F={qy, 0.} que denota a los estados finales o de paro de la
maquina de Turing.

e t: es la funcion de transicion, t:(Q-F)x X - QxZx{-1, 0, 1}. La funcion de transicion
codifica al programa que va a ser ejecutado por la maquina de Turing.

Dado un alfabeto %, se define a una cadena x como una secuencia finita de simbolos,
donde cada simbolo que conforma a la cadena es un elemento del alfabeto. Los términos
sentencia y palabra son utilizados como sindnimos de cadena.

La longitud de una cadena x, [x|, es el nimero de simbolos que conforman a tal cadena.
La cadena vacia, que denotaremos por A, es una cadena especial de longitud cero. Sean x, y
cadenas, la concatenacién de x y y, que denotaremos por xy, es la cadena resultante de
concatenar y a x. En este sentido, la cadena vacia es el elemento identidad bajo la operacion
de concatenacion.

Sea X un alfabeto, se tiene que:
5% = {A\} — es el conjunto que contiene sélo a la cadena vacia.
¥ =5 —es el alfabeto mismo.
¥' = "5 —es 5 concatenado consigo mismo i-1 veces.
s =305, —es el conjunto de cadenas de cualquier longitud que pueden formarse
con elementos de .

A 3 se le llama el lenguaje derivado (o diccionario) del alfabeto 2. En este sentido,
un lenguaje es un conjunto de cadenas definidas sobre el alfabeto.

El funcionamiento de una maquina de Turing determinista es simple y se describe a
continuacion:

Inicialmente la maquina de Turing M tiene al simbolo b en cada una de las celdas de
su cinta, excepto para un cierto nimero de casillas en donde se encuentra escrita la cadena
X, llamada la cadena de entrada, x [0 Z*. Esta cadena x se coloca en las casillas numeradas
de izquierda a derecha a partir de la celda 1 y hasta la longitud de la cadena de entrada |x|,
habiendo un simbolo de la cadena de entrada por celda. La cabeza de lecto-escritura de la
maquina de Turing se coloca inicialmente en el simbolo mas a la izquierda de la cadena de
entrada y el estado del control finito se encuentra en el estado inicial g



En cada instante, el comportamiento de la maquina de Turing se rige por el
programa codificado a través de la funcion de transicion t, si M lee el simbolo a; O Z, el
control finito esta en el estado g; O Q y se tiene definida t para q; y a;, por ejemplo:
t(ai,a;)=(0;j, a;j, mij), significa entonces que se sustituye en la cinta el simbolo a; por el a;;, el
control finito pasa al estado g, la cabeza de lecto-escritura pasa a examinar la celda que
estd a su izquierda 0 no se mueve o examina a la celda que esta a su derecha, segun el valor
de m; (-1, 0,1) respectivamente.

Se define una descripcion instantanea como una palabra XqY, donde X e Y estan en
>* y g esunestado de Q. XqY significa que en la cinta esta escrita la palabra XY, el control
de la maquina de Turing esta en el estado g, y su cabeza de lecto-escritura se encuentra
examinando al primer simbolo de Y. Un paso de computo de una maquina de Turing se
denota por el par ordenado (d;, dy) y suele escribirse d; —***—> d,, donde d; y d, son
descripciones instantdneas de M. Tal paso de computo denota que en un solo paso, la
maquina de Turing pasa de la descripcion instantanea d; a la d,. La relacion pasa es llamada
también un paso de computo. Formalmente significa que si d; = XqY, d2 = X’q’Y’, y
supongase que X = XiX2...X, Y = y1Y2...yk Y que esta definida la transicion t(q, y1) = (p,A,m).

Entonces se tiene q” = p y tres posibles casos segun el valor de m:
Sim=-1entonces X’ = X1...X1-1, Y =XAY2...Yk.
Sim =0 entonces X’ = X, Y’=Ay,... k.
Sim =1 entonces X’ =Xj...X|A, Y= VYo...Vk

Una vez definida la relacion 22> entre configuraciones, se define la relacion $94->
(sigue) como su cerradura transitiva. Entonces, d; %> d, denota que d. sigue de d; por
uno 0 mas pasos de computo.

A una sucesion de descripciones instantaneas relacionadas mediante pasos de
computo se le llama una computacion. Una computacion que lleva a que la maquina de
Turing acepte la entrada x, es una secuencia Cy, Cy, ..., C; de pasos de computo, tal que
Co=qox es la descripcion instantanea de arranque, y para 0 < i <t, C; **%> Cj.1, qen Cj, q
no es un estado final, y el estado q en C; es el estado final g.

El lenguaje aceptado por una méaquina de Turing, representado por Ly es el
conjunto de palabras x 0 X*, que hacen que la maquina de Turing llegue al estado de
aceptacion gy, cuando inicia con x en su cinta de entrada:

Lw={x 0| qox %> ug,v, u,vOZ" q OF}

Todas las cadenas que pertenezcan al lenguaje aceptado por la maquina de Turing
hacen suponer que hardn detenerse a la maquina en algin momento, sin embargo, para
aquellas cadenas que no pertenezcan al lenguaje, no es posible determinar si la maquina se
detendra en alguin momento o no. Obviamente, para que un programa de la maquina de



Turing sea un algoritmo, es necesario que posea una condicién de paro al procesar cualquier
cadena del alfabeto de entrada.

Las definiciones anteriores estan orientadas al reconocimiento de un lenguaje, sin
embargo, se puede corresponder dichas definiciones a la resolucion de problemas,
especialmente hablando de problemas de decision. Un problema de decision (PD) se
plantea como una pregunta general que acepta como respuesta sélo una de dos opciones: la
respuesta ‘SI’0 la respuesta ‘NO’. En forma abstracta, un problema de decision es una
estructura del tipo PD:<D, S>, donde D es el dominio de instancias del problemay S [0 D es
el conjunto de aquellas que lo resuelven afirmativamente.

El planteamiento del PD es:
Sl sixdS
Ox OD:PD(x) =
NO  enotro caso

En estos términos, se dice que una maquina de Turing M resuelve el problema de
decision PD:<D, S> si M se detiene paratodaxen Dy Ly =S (Lwv es el lenguaje reconocido
por M). Usando el modelo de maquinas de Turing, se dice que el espacio de una
computacion de aceptacion es el nimero de casillas utilizadas por la maquina de Turing
durante el computo de aceptacion y el tiempo es el nimero de pasos de computacion que
realiza la maquina de Turing durante el computo de aceptacion.

Sea F:N - [7 una funcién y M una méaquina de Turing, se dice que M acepta su
entrada en tiempo (espacio) F(n) si para cada x en Ly hay una computacion que lleva a
aceptacion de M sobre x tal que el tiempo (espacio) de la computacion de aceptacion no
excede F(n), con n = long(x), donde long(x) es la longitud de la entrada x.

En términos de problemas de decision, la complejidad en tiempo de M se plantea de
la siguiente manera: PD:<D, S> tal que Ly = S.

La funcion de complejidad de tiempo fum:Z" - Z* se define como:
fm(n) = max{m|Cx O S, n=long(x), y m es el tiempo de la computacion de aceptacion de x}

En este sentido, se dice que el programa de una maquina de Turing tiene
complejidad polinomial en tiempo, si existe un polinomio p tal que, para todo n 0 Z*, fum(n)

< p(n).

En términos de los algoritmos, se dice que un algoritmo A es eficiente cuando su
funcion de complejidad en tiempo se puede acotar por un polinomio. Es decir, si fa(n) es la
funcion de complejidad en tiempo del algoritmo A y existe un polinomio p tal que, para
todo n O Z* fa(n) < p(n), entonces se conviene en decir que A es un algoritmo eficiente.



1.1.2 Maquina de Turing no determinista

El modelo de maquina de Turing no determinista (MTND), definido en [GaM79],
tiene la misma estructura que una maquina de Turing determinista, excepto que se le
adiciona un modulo de adivinanza, el cual tiene su propia cabeza de solo escritura y se usa
con el solo proposito de que escriba la cadena que adivina. Una representacion esquematica
de este modelo se presenta en la figura 1.2.

MODULO
QUE CONTROL

ADIVINA FINITO

CINTA

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 1.2 Representacion esquemdtica de una maquina de Turing no determinista

El funcionamiento de la méaquina de Turing no determinista se describe a
continuacion:

Al inicio, se escribe una cadena x [1 Z* en las celdas numeradas de 1 hasta |x| de la
cinta (y las deméas celdas contienen el simbolo blanco), la cabeza del control finito esta
posicionada en la celda 1 y el control finito esta inactivo. La principal diferencia de este
modelo con el de la maquina de Turing determinista estriba en que el reconocimiento de la
cadena x toma lugar en dos fases: la fase de adivinacién y la fase de revision.

Fase de adivinacion: el modulo que adivina mueve su cabeza de sélo escritura una
celda a la vez para dejar escrito a partir de las celdas etiquetadas desde -1 hasta -|w|, una
cadena w [ 2*, pasando posteriormente a la fase de revision en donde ahora el médulo que
adivina permanecerd inactivo. La eleccion de la cadena w a escribir es realizada por el
moédulo que adivina de una forma totalmente arbitraria, y por tal razén, puede inclusive
nunca parar al estar generando a w.

Fase de revision: inicia cuando el control de estados finitos es activado en el estado
(o- A partir de este momento, la computacion continla en exactamente la misma forma en
que trabaja la maquina de Turing determinista, puesto que no interviene en esta fase el



modulo que adivina. Aunque bien es posible que la cabeza del control finito visite la cadena
w escrita por el médulo que adivina.

La computacion de la maquina de Turing no determinista M se detiene cuando el
control finito pasa a un estado final, y se dice que es una computacion de aceptacion si el
control finito se detiene en el estado de aceptacion ¢y. Notese que para alguna combinacion
de la cadena wbx, M puede nunca parar. En general, M tiene un nimero infinito de posibles
computaciones para una entrada x dada, una computacion por cada cadena w generada por
el modulo que adivina.

Se dice que M acepta a x si al menos existe una cadena w que hace que M llegue a
un estado de aceptacion. El lenguaje reconocido por M es entonces:

Ly = {x O Z*II w generado por el modulo que adivina tal que M acepta a x}

El tiempo requerido por una maquina de Turing no determinista M que acepta a una
cadena x [ Ly, se define como el maximo (sobre todas las computaciones de aceptacion de
M sobre x), del nimero de pasos que ocurren tanto en la fase de adivinacion como de
revision, hasta que esta Gltima fase llega a un estado de aceptacion. La funcion de
complejidad de tiempo Ty:Z" - Z* para M es:

Tm(n) = max({1}0{m x O Ly, long(x) = n, M acepta a x en m pasos de computacion})

Notese que la funcion de complejidad de tiempo para M depende s6lo del numero de
pasos que ocurren en una computacion de aceptacion, y que por convencion, Ty(n) es igual
a 1 cuando ninguna entrada de longitud igual a n es aceptada por M.

Se dice que mas que hallar una solucién al problema de decision PD, M comprueba
soluciones para el PD, ya que dada una instancia x del PD, el médulo que adivina propone
una propuesta de solucion w, y M debe comprobar si w es realmente una solucion En este
sentido, la méaquina de Turing no determinista M es usada como un mecanismo de
verificacion o comprobacién de propuestas de solucion.

Se dice que un programa corre en tiempo polinomial para la maquina de Turing no
determinista M, si existe un polinomio p tal que Ty(n) < p(n) paratodon >1.

1.1.3 Clases de complejidad definidas por las maquinas de Turing

Con el fin de clasificar el esfuerzo computacional que se requiere al resolver
problemas de decision, originalmente se usaron las maquinas de Turing como el modelo
formal de computacion [HaJ65]. El concepto clave fue definir una clase de complejidad en
términos de los lenguajes que reconoce una maquina de Turing con recursos acotados (se
consideran aqui solo los recursos de tiempo y espacio). Las clases de complejidad permiten
clasificar los lenguajes (problemas) segun la complejidad intrinseca computacional



requerida para reconocerlos (resolverlos). De particular interés son las clases de
complejidad definidas por recursos acotados logaritmicamente (salvo se indique lo
contrario, se hablara de logaritmos base 2) o polinomios sobre la variable n, donde n es la
longitud de las instancias de entrada.

Las primeras clases de complejidad definidas sobre MTD’s fueron:

« DLOG ={L O xOL, x es aceptada en espacio logaritmico}
e P ={L O x O L, x es aceptada en tiempo polinomial}
« PSPACE ={L 0O x 0L, x es aceptada en espacio polinomial}

Tambien se pueden definir las clases de complejidad en términos de problemas de
decision, de la manera siguiente:

« DLOG ={PD|OM MTD que resuelve PD usando espacio logaritmico}
« P = {PD | LM MTD que resuelve PD en tiempo polinomial}
» PSPACE ={PD|[M MTD que resuelve PD usando espacio polinomial}

A pesar de que estas clases de complejidad se definen en términos de maquinas de
Turing, hasta ahora, todos los modelos reales de computacion estudiados como maquinas de
Turing de varias cintas, maquinas de acceso aleatorio (RAM), Intérpretes de lenguajes
como Basic, Pascal, Lisp, etc., son equivalentes con respecto al comportamiento de
complejidad polinomial en tiempo. Se cree entonces que cualquier otro modelo razonable
de célculo compartira esta equivalencia. Por tanto, la clase de complejidad P definida
anteriormente no sera afectada si es cambiado el modelo de computacion, asi que se puede
seleccionar uno u otro modelo de computo segun convenga sin sacrificar la generalidad de
los resultados.

La hipdtesis de que el concepto intuitivo de computabilidad puede identificarse con
lo que una maquina de Turing puede realizar, es conocida como la tesis de Church-Turing.
Y aunque no podemos esperar una demostracion de esta tesis, puesto que el concepto de
calculable sigue siendo algo informal, se puede proporcionar evidencia de su caracter
razonable [HoJ93].

Las clases de complejidad definidas usando maquinas de Turing no deterministas
son:

¢ NLOG={PD|CM MTND que comprueba soluciones de PD usando espacio logaritmico}

NP ={PD|CM MTND que comprueba soluciones de PD en tiempo polinomial}

 NPSPACE={PD|(M MTND que comprueba soluciones de PD usando espacio
polinomial}



A continuacion se describe en términos de lenguajes solo a la clase NP, ya que la
definicion para las clases de complejidad NLOG y NPSPACE son equivalentes.

NP ={L O %* | M MTND: (L = Ly) & (Ox O L, x es aceptada por M en tiempo
polinomial)}

Notese que verificacion o comprobacion en tiempo polinomial, no implica
resolubilidad en tiempo polinomial. Al decir que se puede comprobar que una cadena w es
0 no una solucion al problema, no se esta realmente considerando el tiempo invertido en
encontrar dentro de un espacio potencialmente grande de posibilidades a la cadena w
propuesta como solucién al problema.

Correspondiendo a esta nocion de modelos no deterministas, un algoritmo que se
ejecuta en tales modelos, serd no deterministico, y en este sentido, estard compuesto de dos
fases separadas: la fase que adivina y la fase que revisa.

Dada una instancia x de un problema de decision PD, la primera fase adivina una
estructura w que se propone como solucion. Entonces la instancia x y la cadena w seran la
entrada a la segunda fase (fase de revision) que procede en forma determinista para
terminar con una respuesta ‘SI’ o *‘NO’ o, caer en un ciclo infinito.

Un algoritmo no determinista resuelve un problema de decision PD:<D, S> si se
cumplen las siguientes propiedades para todas las instancias | del problema de decision:

1. Si | tiene una solucion, entonces existe alguna cadena w que es adivinada y que conduce
a la fase de revision a que responda “SI’.

2. Si | es una instancia del PD sin solucion, entonces no existe cadena w que pueda
generar el modulo que adivina tal que conduzca a la fase de revision a responder “SI’.

Por ejemplo, un algoritmo no determinista para el problema del agente viajero puede
construirse usando un estado de adivinacion, que simplemente proponga una secuencia
arbitraria sobre las ciudades. El estado de revision se encargara de verificar que la suma de
las distancias de las ciudades en la secuencia dada cumpla la cota exigida.

Un algoritmo determinista que resuelve el problema de decision PD se dice que es
de tiempo polinomial si existe un polinomio p tal que para toda instancia | del PD, existe
una cadena w que conduce a la fase de revision a responder ‘SI’, en tiempo acotado por
p(long(l)). Notese que esta cota impone también limites en la longitud de w.

Puesto que a cualquier modelo de computo se le puede adicionar el modulo que
adivina con posibilidad de s6lo escritura, tal y como se ha realizado en este apartado para
las maquinas de Turing, se podria reproducir la definicion de no determinismo con
cualquier otro modelo de computacion. Las versiones resultantes de definicion de clases no
deterministas seran equivalentes en los otros modelos de computacion y particularmente,

10



todos estos modelos son equivalentes en lo que respecta al tiempo polinomial, y por tal, a la
definicion de la clase NP.

DTIME(F(n)) (DSPACE(F(n))) denota la clase de problemas que son aceptados por
maquinas de Turing deterministas que reconocen su entrada dentro de un tiempo (espacio)
F(n). En tanto que NTIME(F(n)) (NSPACE(F(n))) denota la clase de problemas aceptados
por maquinas de Turing no deterministas que aceptan dentro de tiempo (espacio) F(n).

Al especificar las cotas de clases, muchas veces se usa la notacion de la funcion de
orden O. Si G(n) es una funcion, G:N - [J, O(G(n)) es el conjunto de funciones G’ que
satisfacen G’(n) < c/G(n) para alguna constante real positiva ¢ y para toda n = no, donde ny
depende de G. Notese que si ng es cero, entonces se cumple para todo n [0 N.

La notacion O es usada dentro de las clases NTIME, DTIME, etc. Por ejemplo,
DTIME(2°™) denota la unién de DTIME(2"") tomadas sobre todas las constantes c.
También se usa la notacion poly(G(n)) que abrevia a O(G(n)°Y), esta es la clase de
funciones acotadas superiormente por algun polinomio de funcion de G, ya que O(1) denota
a cualquier constante real positiva. Usando esta notacion, podemos reescribir a las clases de
complejidad como:

 DLOG = DSPACE(log(n)),

* NLOG = NSPACE(log(n)),

o P =DTIME(poly(n)),

e NP = NTIME(poly(n)) y

« PSPACE = DSPACE(poly(n)).

Las clases P y NP se pueden también identificarse de la siguiente manera:

P es la clase de problemas que poseen algoritmos deterministas de resolucion que
tardan tiempo polinomial.

* NP es la clase de problemas que tienen un algoritmo determinista de resolucién que
corre en tiempo exponencial, pero para los cuales, también existe un algoritmo no
determinista que corre en tiempo polinomial.

A los problemas de la clase P se les reconoce como problemas tratables, puesto que
para cualquiera de sus instancias, éstas se resuelven por algoritmos que corren en un tiempo
acotado polinomialmente. Se dice que un problema no ha sido bien resuelto hasta que es
hallado un algoritmo determinista de tiempo polinomial que lo resuelve [GaM79]. Se le
asigna a un problema el término de intratable, si este se ha mostrado tan dificil que no se ha
encontrado algoritmo determinista con complejidad polinomial en tiempo que lo resuelva,
es decir, no se ha hallado algoritmo eficiente que lo resuelva. Entonces una primera clase de
complejidad que contiene problemas intratables es la clase NP.
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Todo algoritmo cuya funcion de complejidad de tiempo no pueda acotarse por una
funcion polinomial, se dice que es un algoritmo de complejidad exponencial en tiempo, ain
cuando debe notarse que esta definicion incluye ciertas funciones de complejidad de
tiempo, tales como, n'®™ las cuales normalmente no son consideradas como funciones
exponenciales.

El término intratable, refleja el punto de vista de que los algoritmos de tiempo
exponencial no son considerados “buenos” algoritmos y que, generalmente, tal clase de
algoritmos reflejan variaciones de bulsquedas exhaustivas, mientras que algoritmos de
tiempo polinomial generalmente son construidos solo a través de explotar las estructuras
internas e inherentes del problema.

Existen algoritmos de tiempo exponencial que han sido muy utiles en la practica. La
complejidad de tiempo de un algoritmo tal y como se ha definido, es una medida para el
peor de los casos, y el hecho de que un algoritmo tenga complejidad exponencial, significa
que existe al menos una instancia del problema que requiere mucho tiempo, ain y cuando
muchas de las instancias del mismo problema se resuelvan en la practica en tiempo
polinomial.

Aln y cuando ciertos algoritmos de complejidad exponencial para determinados
problemas tienen un buen comportamiento en la practica, esto no ha detenido el avance de
las investigaciones por buscar algoritmos de tiempo polinomial que resuelvan los mismos
problemas. Y de hecho, el comportamiento general de los algoritmos exponenciales, lleva a
la sospecha de que hace falta capturar alguna propiedad crucial del problema cuyo
refinamiento pueda llevarnos a mejores métodos. Un area de gran interés es sobre técnicas
generales que permitan disefiar algoritmos deterministas de tiempo polinomial, ya sea para
los problemas intratables o para variaciones de éstos.

La habilidad de algoritmos no deterministas, de poder revisar un ndmero
exponencial de posibilidades en tiempo polinomial, genera la sospecha de que este tipo de
algoritmos son estrictamente mas poderosos que los algoritmos deterministas de
complejidad polinomial. Sin embargo, contra todos los esfuerzos realizados, no se ha
podido demostrar esta especulacion. La pregunta (P = NP? es uno de los problemas
abiertos mas importantes en la ciencia de la computacion.

Aln mas, sabiendo que se cumple la siguiente jerarquia entre las clases de
complejidad: DLOG O NLOG O P O NP O PSPACE, sigue siendo una pregunta abierta
decidir cuales de estas contenciones son propias, aun cuando se sabe que DLOG#PSPACE
[StL87].

1.2 Teoria de los problemas NP-Completos

Iniciemos presentando una definicion de la clase NP dada por Khanna [KhS96].
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Definicion 1.1 Un lenguaje L [ Z* esta en NP si existe maquina de Turing determinista M

que trabaja usando cotas polinomiales de tiempo y se tiene una constante ¢ tal que para todo

x O 2*:

« xOLO OyO=*conlyl=0O(x|) y tal que M reconoce al par (x, y) cuando se le da como
entrada.

o« xOLO OyOZX* Mrechaza el par (x, y) cuando se le da como entrada.

Una interpretacion natural de la definicion anterior significa que la cadena y es la
prueba para la aseveracion de que x O L y la maquina M es el verificador de tal prueba.

La teoria sobre los problemas NP-Completos fue desarrollada originalmente para
estudiar problemas de decision; Cook [CoS71] y Levin [LeL73] establecieron que todos los
lenguajes en NP son “reducibles” al problema 3-SAT (el problema de decidir si una
formula en 3-FNC es o0 no satisfactible), un poco después, Karp [KaR72] mostré que el
problema 3-SAT es “equivalente” a una gran variedad de problemas de decision NP. A
continuacion se formalizaran las nociones de reduccion y equivalencia.

Definicion 1.2 Un lenguaje Ly 0O Z;* es reducible en tiempo polinomial a otro lenguaje
L, O 3,* (denotado como L; ap Ly) si existe una funcion computable en tiempo polinomial
f:Z1* - Z,* tal que para todo x 0 2;*, x 0 L, si y solo si f(x) O L.

Esta nocion de reduccion es llamada reduccion en tiempo polinomial de “muchos a
uno” o simplemente “reduccién Karp”. Un lenguaje L; es equivalente en tiempo polinomial
aotro lenguaje Ly si: Ly o p Lo y Ly ap La. A partir de ahora, obviaremos a;, con a.

Definicion 1.3 Un lenguaje L es NP-Dificil si para cualquier lenguaje L’ O NP: L’ o L.
Definicidon 1.4 Un lenguaje L es NP-Completo si L [0 NP y L es NP-Dificil.

El resultado de Cook y Levin establecié que el problema 3-SAT es NP-Completo.
Karp mostro que el problema 3-SAT es reducible a muchos otros problemas importantes de
decision en NP, tales como: determinar si un grafo es k-coloreable, verificar si hay ciclos
hamiltonianos en un grafo, verificar si un grafo tiene un “clique” de al menos tamarfio k, y
de aqui, que estos problemas son también NP-Dificiles. Se tiene que, o bien todos estos
problemas son dificiles (es decir, PZNP), o todos ellos son faciles (es decir, P=NP).

La teoria de los problemas NP-Completos proporciona un ambiente de trabajo para
el estudio de la complejidad de otros problemas que pueden plantearse como problemas de
optimizacion.

1.2.1 Caracterizacion sintactica de los problemas en NP

La nocion de complejidad parece encontrarse inherentemente ligada a los modelos
computacionales y recursos acotados en tiempo y espacio. Pero sorpresivamente, casi
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paralelamente con el desarrollo del punto de vista de la teoria de los problemas
NP-Completos orientada a la computacion, se desarrollé un punto de vista descriptivo o
sintactico de las clases de complejidad. Tales esfuerzos estdn basados en una intuicion
simple, en la cual se dice que un problema que es “dificil de decidir” es probablemente
también un problema “dificil de expresar”, y viceversa. Un resultado clasico en esta
direccion fue establecido por Fagin [FaR74] y se presenta en el teorema siguiente.

Teorema 1.1 NP se conforma precisamente por los problemas de decision que pueden ser
expresados en la ldgica existencial de segundo orden y que se expresan como: [5 ®(l, S)
donde @ es una formula de primer orden, S es una estructura (es decir, una variable de
segundo orden que recorre relaciones con aridad fija bajo un universo de entrada), y
I = (U; P) es la estructura de entrada comprendida de un universo U y un conjunto finito de
predicados P de aridad constante.

Este es un teorema que vale la pena remarcar, ya que una clase de complejidad que
fue definida en términos de la computacion que realiza una maquina de Turing también
puede ser descrita sin referencia tanto a la maquina como a los recursos. Esta
caracterizacion expresa la estructura légica de los lenguajes en NP. Usando esta
caracterizacion de NP es una tarea relativamente intuitiva establecer 3-SAT como un
problema NP-Completo. La facilidad de descubrir de manera natural problemas completos
es un atributo muy deseable, el cual parece disponible con clases definidas sintacticamente,
pero es una tarea dificil cuando una clase estd definida en base a su comportamiento
computacional.

En las dltimas dos décadas, diversos pioneros (como Immerman y otros) han
trabajados sobre caracterizaciones sintacticas de muchos otras clases, por ejemplo, PSPACE
y NSPACE (ver [ImN95]).

1.2.2 Problemas de optimizacion en NP

La clase de problemas de optimizacion que se derivan de problemas de decision en
NP es llamada NPO, como un acronimo para designar que son problemas de optimizacion
derivados de problemas en NP.

Definicion 1.5 Un problema ' en NPO se conforma por una 4-tupla <D, S, V, meta> tal

que:

» D es el conjunto de instancias de entrada que son reconocibles en tiempo polinomial.

» Dada cualquier entrada x [0 D, S(x) denota el conjunto de soluciones factibles, tales que,
hay un polinomio p tal que para todo y [1 S(x) ly| < p(|x|). Mas adn, existe un predicado 1t
computable en tiempo polinomial tal que 11X, y) es verdadero, si y solamente si, y [
S(x).

» Daday O S(x), V(x, y) denota el valor de la funcion objetivo, el cual es calculado en
tiempo polinomial.
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» Finalmente, meta O {max, min} y se usa para denotar cuando I es un problema de
maximizacion o minimizacion.

Los problemas en NPO pueden transformarse en problemas de decision al utilizar
cotas que satisfagan la funcion objetivo. El problema de decision que resulta es al menos
tan dificil como el problema de optimizacién original, y muchas veces, la complejidad de
ambos problemas se relaciona solamente a través de un factor polinomial. Conforme pasan
los afos, se ha mostrado que mas y mas problemas de optimizacién tienen asociado un
problema de decision NP-Completo. Asi que, la teoria de NP-Completos ha sido usada para
establecer la intratabilidad de los problemas en NPO.

En la época de los 70’s, se empezd a creer por una comunidad bastante amplia, que
las dos clases P y NP son distintas y que por lo tanto, no hay algoritmos de tiempo
polinomial que resuelvan exactamente a problemas en NPO. Sin embargo, dado que
muchos de estos problemas tienen fuertes aplicaciones en la practica, determinar la
tratabilidad computacional de ellos es muy importante, por lo que fue natural que muchos
investigadores comenzaran a considerar relajaciones de tales problemas para obtener
versiones que fueran tratables. La primera relajacion considerada fue la de la condicién de
“optimabilidad”; asi que el enfoque fue puesto en la construccion de algoritmos que
calcularan soluciones cercanas al dptimo, es decir, soluciones que garantizaran estar dentro
de un factor multiplicativo de la solucion éptima.

Definicién 1.6 Un algoritmo A es un algoritmo de aproximacion para un problema I en
NPO si dada una instancia de entrada /, éste calcula una solucién factible S para la entrada
l.

Por supuesto, el valor de la solucion factible puede estar alejado del valor éptimo,
asi que el interés se encuentra en disefiar algoritmos que construyen soluciones con un
“valor garantizado” de cercania al optimo, lo cual nos lleva a considerar algunas
definiciones que nos ayudaran a caracterizar a los algoritmos de aproximacion. Se usara la
notacion OPT(I) para denotar el valor 6ptimo de la funcion objetivo en la instancia | y V(,
A(1)) para denotar el valor obtenido por el algoritmo A al evaluar la instancia | en la funcion
objetivo.

Definicion 1.7 Se define el cociente de aproximacion de un algoritmo A, denotado por Ca,
para una instancia | de un problema de optimizacion I (con |I| = n) como:

cA:minEV("A(')), OPT(I) [
g OPT(1) 'V(,A0)E

Notese que Ca es: siempre menor o igual a 1y el factor de garantia ra del algoritmo
A para I serd: ra = min{C, | para toda | de M}
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A una solucion que esta dentro de un factor multiplicativo ra del valor éptimo se le
conoce COMO una ra-aproximacion, y decimos que un problema NPO es aproximable dentro
de un factor ra si éste tiene un algoritmo de aproximacién de tiempo polinomial con factor
de garantia ra.

A mediados de los 70’s, Johnson [JoD74] estudio la propiedad de aproximabilidad
en tiempo polinomial de problemas en NPO y descubrio que mientras es posible encontrar
buenas aproximaciones en tiempo polinomial para diversos problemas de optimizacion
NP-dificiles, hay muchos otros que resisten ser aproximados dentro de factores constantes.
Los trabajos subsecuentes realizados por diversos investigadores solamente han confirmado
lo observado por Johnson. En la actualidad, se tienen diversos resultados que muestran que
muchos problemas de optimizacion NP-dificiles no pueden ser “bien aproximados”, a
menos que P = NP. La dificultad de hallar buenas aproximaciones podria deberse a que las
reducciones usadas con los problemas de decision no preservan la calidad de las soluciones
aproximadas, por lo que se hace necesario desarrollar un ambiente de trabajo que permita
estudiar los problemas de optimizacion, sin eliminar sus caracteristicas esenciales.

1.2.3 Vista computacional de los problemas de optimizacion

Un esquema de clasificacion basado en la aproximabilidad computacional de los
problemas en NPO fue usado implicitamente en el trabajo de Johnson. Asi, se tiene la
conformacion de clases como: APX 'y PTAS.

Definicion 1.8 Un problema I esta en la clase APX si existe un algoritmo de tiempo
polinomial para N cuyo factor de garantia esta acotado por una constante.

Definicion 1.9 Un problema I esta en la clase PTAS si para cualquier racional € > 0, existe
un algoritmo de aproximacion de tiempo polinomial para M cuyo factor de garantia esta
acotado por (1 + €).

Sea f una funcion, f-APX denota la clase de problemas en NPO que son
aproximables dentro de un factor f, asi, se obtiene una jerarquia de clases de complejidad.
Por ejemplo, poly-APX y log-APX son las clases de problemas en NPO los cuales tienen,
respectivamente, algoritmos de aproximacion con un factor de garantia acotado
polinomialmente y logaritmicamente, con respecto a la longitud de la entrada.

La fortaleza de esta clasificacion radica en la habilidad de capturar problemas que
tienen un umbral especifico de aproximabilidad. Podriamos estar interesados en restringir
nuestra atencion a subconjuntos polinomialmente acotados de estas clases.

Definicion 1.10 El subconjunto polinomialmente acotado de la clase de problemas C, con

C O APX, denotado como C-PB, es el conjunto de problemas N [0 C tal que para toda
instancia I, n=|l|, existe un polinomio p(n) tal que OPT(I) < p(Jl]).
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Entonces, APX-PB denota la clase de problemas en NPO que son aproximables
dentro de factores constantes y que tienen valores 6ptimos acotados polinomialmente.

Los problemas SAT y MaxSAT son problemas NP-Completos, en particular
MaxSAT es un problema de la clase APX-PB. Ambos problemas son centrales para la
Demostracion Automatica de Teoremas (DAT) y para la teoria de la complejidad
computacional, por lo que es importante realizar un analisis a detalle de estos dos
problemas. En la siguiente seccion se hara una descripcion general de estos problemas y
posteriormente, en el siguiente capitulo, se presentard un andlisis extenso de algoritmos
aplicados en la resolucion de ellos.

1.3 Problemas SAT y MaxSAT

El problema de decision asociado al problema de satisfactibilidad (SAT) de una
formula proposicional en forma normal conjuntiva, puede expresarse como:

Instancia: Un conjunto U ={ uy ..., u, } de variables booleanas y una coleccion
F={Cy,..., Cy} de clausulas definidas sobre U.

Pregunta: ¢Existe una asignacion de valores de verdad a los elementos de U, que
haga que todas y cada una de las clausulas de F tomen valor verdadero?

Notacion:

Asignaciéon:  Esunafunciont: U — {*Falso’, ’Verdadero’}.

Literal: Las constantes ‘Falso’, *Verdadero’ o una expresion de la forma u o —u,
donde u es elemento de U.

Frase: Es una conjuncion de literales F = I; [0..01lx . Una frase es verdadera si todas
sus literales lo son.

Clausula: Es una disyuncion de literales, C = Iy [..0lx . Una clausula es verdadera si

alguna de sus literales lo es.
Forma normal conjuntiva (FNC): Es una conjuncion de clausulas.

Una k-FNC, k O N, es una FNC con exactamente k literales en cada clausula.
Forma normal disyuntiva (FND): Es una disyuncion de frases.

Una k-FND, k 0O N, es una FND con exactamente k literales en cada frase.

Proposicion 1.1: Toda formula proposicional es Iégicamente equivalente a una FNC, y de
hecho, la FNC equivalente es algoritmicamente calculable [GaJ87]

Una FNC F es satisfactible si y solo si existe una asignacion de valores de verdad
para U, que simultaneamente satisfaga a cada una de las clausulas en F.
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Por ejemplo, una instancia especifica del problema SAT puede ser la siguiente
formula F, sobre la que se cuestiona si es 0 no satisfactible:

F(Xl,...,X7):(—|X1 D‘le) D(Xl [IX3 DX4) D(Xs D‘ng) D(‘IXs D—lXG) il
(Xl [ Xe DX7) U (—|X5 D—IX7) D(Xz) D(‘IXg D—lX7)

La formula anterior es satisfactible con la asignacion:

t(X1) = t(x3) = t(xs) = t(xg) = “Falso’; t(x2) = t(X4) = t(x7) = “Verdadero’;

Toda asignacion que satisface a una formula F se dice que es un modelo para F. El
problema SAT consiste en decidir, si dada una formula F de entrada, que sin pérdida de

generalidad puede suponerse en FNC (de acuerdo a la proposicion 1.1), se determine si
acaso existe una asignacion de U que haga que F tome el valor verdadero.

F={C;,.., Ch} - Conjunto clausular

F es satisfactible

» S
ALGORITMO

PARA
SAT

F no es satisfactible
>

NO

Figura 1.3 Planteamiento del problema SAT

El primer problema que se demostro ser NP-Completo fue el problema SAT
[CoS71]. Cook utiliz6 el problema SAT para delimitar la clase de los problemas
NP-Completos. SAT es el clasico problema intratable, lo que significa que todos los
algoritmos hasta ahora presentados requieren de mucho tiempo de cdmputo o de mucho
espacio para su resolucion en la préctica, excepto quizas, para algunos casos triviales. ES
una pregunta abierta hasta ahora, demostrar si acaso SAT podria ser un problema tratable,
es decir, saber si se podrén construir algoritmos que resuelvan SAT de manera eficiente (en
tiempo polinomial).

Otro problema que se ha demostrado ser intratable, es la version de optimizacion
para el problema de satisfactibilidad, conocido como el problema de maxima
satisfactibilidad MaxSAT, que consiste en encontrar una asignacion a las variables que
maximice el nimero de clausulas que se satisfacen simultdneamente. Por ejemplo, si el
conjunto original de clausulas es insatisfactible, entonces MaxSAT busca conocer la
asignacion de valores veritativos que permitan que un ndmero méaximo de clausulas se
satisfagan simultaneamente. MaxSAT es NP-Completo ain cuando cada clausula contenga
a lo més dos literales (Max-2-SAT) [GaM76].
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Uno de los puntos importantes al trabajar con los problemas SAT y MaxSAT, es el
que, como representantes de clases de complejidad, el hallar mejoras a los algoritmos que
los resuelvan, implica que tales mejoras pueden extenderse al tratar a los demas problemas
de su clase de complejidad. Por ejemplo, si se hallase un algoritmo determinista de
complejidad polinomial en tiempo para resolver SAT, entonces todo problema de la clase
NP podria resolverse por algoritmos deterministas con complejidad de tiempo polinomial, y
de hecho, entonces P = NP.

El problema a tratar en esta investigacion es el problema MaxSAT, asi, en el
siguiente capitulo se proponen diversos algoritmos, todos ellos basados en la técnica de
busqueda local para el tratamiento de este problema y en el capitulo Il se presentan
diversos elementos para el andlisis de las propuestas realizadas.
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Capitulo 11

Propuestas algoritmicas para la resolucién del problema MaxSAT

2.1 Técnica de busqueda local

Entre los procedimientos de aproximacion, una técnica que ha resultado eficiente
para hallar una asignacion que satisfaga a una formula satisfactible, es la técnica de
basqueda local [GuJ93]. Para aplicar la busqueda local a un problema particular es
necesario especificar el criterio de vecindad a un punto, la funcion objetivo y un
procedimiento que permita obtener los puntos iniciales de busqueda. En general, todos los
algoritmos a presentar aqui, se pueden analizar a partir de la estructura <S,, f, H>, donde:

Sp - procedimiento para generar el punto inicial de busqueda,
f - funcion objetivo,
H - métrica que define la distancia entre puntos del dominio.

En cada uno de los algoritmos a presentar, el procedimiento de busqueda opera
sobre el espacio discreto de posibles asignaciones de la formula de entrada, se usa como
punto inicial de busqueda un punto del dominio generado aleatoriamente, y como métrica
entre puntos del dominio se usa la distancia conocida con el nombre de “Hamming”, que
denotaremos con H.

Denotemos con N(x) la vecindad del punto x, N(x) se calcula como: N(x) = {y en el
dominio / H(x,y)=1}. Es decir, dos puntos del dominio son vecinos si difieren sus cadenas
de bits en a lo mé&s un bit. Para una constante d, la d-vecindad a un punto x, es el conjunto
de puntos del dominio que difieren de x (bajo la métrica H) en a lo sumo d-bits. Entonces,
un d-vecino de una asignacion dada es el conjunto de todas las asignaciones donde cambia
el valor l6gico de a lo més d variables.

Se presenta en la figura 2.1 un algoritmo de bdsqueda local conocido como GSAT
[GuJ94]. Este algoritmo muestra como se verifican todos los vecinos de una cierta
asignacion T (generada aleatoriamente) buscando un valor que satisfaga a una formula F, si
después de repetir esta busqueda durante un cierto nimero de iteraciones (determinado
desde el inicio del proceso), tal asignacion no se encuentra, entonces se envia un mensaje
que indica que no se encontrd una asignacion de satisfactibilidad, y en cambio, regresa el
namero méximo de clausulas que logré satisfacer de manera simultanea.

Para un punto x, denotamos por com(x,j) al complemento de x en la direccion j, a
saber, a la asignacién que coincide con x salvo en la j-ésima entrada, en donde tiene
asociado el complemento de (x);.

Dada una d-vecindad a un punto x, el algoritmo de busqueda local puede decidir

verificar en “cada uno” de los d-vecinos del punto y de ellos escoger el que produzca un
mejor valor de acuerdo a la funcién objetivo f, o solamente buscar hasta encontrar una
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asignacion que mejore el valor de f. En todos los algoritmos implementados, se eligid la
estrategia de pasar inmediatamente a un vecino que mejora la funcién objetivo, en lugar de
revisar por un optimo de la vecindad, ya que en la practica, se ha visto que ambas
estrategias alcanzan similares aproximaciones, pero sin embargo, la primera de éstas
estrategias, reduce la complejidad del tiempo promedio del algoritmo.

Procedure GSAT() begin
m = 0;
for (i=1; i<=MAX-INTENTOS; i++) begin
S := Una asignacion generada aleatoriamente
for (j=1; j<=MAX-FLIPS; j++) begin
if S satisface F then return (S, |F|)
S:=com(sS, )
m := max{m, # de clausulas satisfechas por S}
end
end
return (“Namero méximo de clausulas que se logro satisfacer es: ““, m)
end

Figura 2.1 Pseudocodigo del algoritmo de busqueda local [GuJ94].

2.2 Busqueda local aplicada al problema SAT y MaxSAT

Como funcion objetivo se puede usar el polinomio que se obtiene de aritmetizar la
formula booleana F. Sea F la formula en FNC, entonces:

F = DDhj

1<ism 1<j<lc

El polinomio que codifica a F, y que es funcion objetivo en la busqueda local es:

f=§|jm(lu)

con m(Iij) = (1 - Iij) Si Iij =Xi, Y m(Ii,-) = Iij Si Iij = X

Asi por ejemplo, si F(x,X,,X;) =% x,J{ ¥ X, X;), el polinomio que
codificaa F es: fp(x;,%,,X3) = (L= %)%, + X, (1 =X%,) (L —X3).
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Para una asignacion dada, el polinomio f cuenta el nimero de clausulas que son
insatisfechas por la asignacion. Asi pues, decidir la satisfactibilidad de F es propiamente
equivalente a minimizar f. Entonces F es satisfactible si y sélo si el minimo de f sobre el
dominio de asignaciones de F es cero. Una explicacion mas amplia del proceso de
aritmetizacion se puede ver en [DeG95].

Entrada: F - formula booleana, con n - No. de Variables, m - No. de clausulas.
Salida: XV - asignacion hallada, Valor = nuamero de clausulas que logro satisfacer.

Variables globales:
Iter = NUmero de iteraciones,
MAX_ITER = Cota que indica el nimero maximo de iteraciones a realizarse.

Procedure LS() begin

X = AsignacionAleatoria(); /* Se obtiene una asignacion aleatoria */
Valor = f(x); /* Aplica funcidn objetivo a la asignacion x */
Iter =1;
while (Valor <m) and (Iter < MAX_ITER) do begin

Iter = Iter + 1;

while (!SenaMin) begin * Ciclo principal */

SenaMin = VERDADERO; /* Supongase haber llegado a un minimo */
for (j=1; j<=k; j++) begin  /* k - posibles cambios de bits */
if (f(com(x,j)) > Valor) begin /* Se mejoré a MaxSAT ? */
X =xv=com(x, j); /* Intercambio del j-ésimo bit de x */
Valor = f(x); /* Cambiar valor de la mejor asignacion */
SenaMin = FALSO; /* Seguir buscando */

end
end
end
end
return(xv, Valor); /* Regresa mejor asignacion y su valor */
end

Figura 2.2 Busqueda local obvia.

La busqueda local implementada (LS) comienza a partir de un punto inicial xg
construido de forma aleatoria, se determina la vecindad del punto actual de busqueda
N(xi), y aplica un proceso iterativo tal que en cada iteracion se obtenga un nuevo punto Xj.1
en N(xj) de manera que f(xj+1)< f(x;) (o, alternativamente, f(xi+1)>= f(xj) si se tratase de
maximizar), si tal punto existiese, y en tal caso, éste se convierte en el nuevo punto
“solucion” y se reitera el proceso. En otro caso, se retiene a x; como Optimo local. Un
algoritmo con este mecanismo de busqueda se observa en la figura 2.2.
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Si bien la busqueda local ha demostrado ser una estrategia eficiente para resolver
SAT y MaxSAT cuando las férmulas F tienen varias asignaciones que las satisfacen, tiene
el grave problema de bloquearse en dptimos locales, pero ain mas grave, es que los
factores de aproximacion que garantizan estas estrategias son aun lejanos del umbral al que
tedricamente puede aproximarse, por ejemplo, MaxSAT.

2.3 Busqueda local no obvia

La funcion objetivo en la basqueda local ha expresado tradicionalmente y de forma
directa, maximizar el numero de clausulas que se satisfacen en la férmula. Pero diferentes
tipos de busquedas locales pueden obtenerse al usar diferentes funciones objetivos,
inclusive al usar funciones que originalmente no muestran la opcion natural de maximizar
el nimero de clausulas que se satisfacen por una asignacion, a este tipo de busqueda se le
[lama comunmente, basqueda local no obvia (LS-N).

Un caso de basqueda local no obvia fyog para Max-k-SAT es la presentada por
Khanna [KhS95], donde la funcidn objetivo no obvia es de la forma siguiente:

k
fNOB = C|W(S|)

Ecuacion 2.1 Funcion objetivo de la basqueda local no obvia.

Donde S; denota al conjunto de clausulas, en las cuales, exactamente i literales son
verdaderas bajo una asignacion x. Es decir, S; es el conjunto de todas las clausulas en donde
se satisfacen exactamente i literales, W(S;) es la cardinalidad de S;; y los Cj-s (i=0,...,k), son
constantes reales seleccionadas adecuadamente para cumplir ciertas condiciones del
proceso de busqueda y que ayudardn en la determinacion del factor de aproximacion (méas
adelante se definira la manera de obtener los Cj:).

Por ejemplo, la funcidn objetivo propuesta por Khanna [KhS95] para férmulas del
tipo 2-FNC (FNC donde hay exactamente 2 literales por clausula), es:

fnos = 3/2 W(S1) + 2 W(Sy)

Los Optimos locales de la funcion objetivo “estdndar” no son necesariamente los
dptimos locales de esta nueva funcién objetivo. En este caso, la segunda funcion objetivo
permite saltar sobre los 6ptimos locales de LS y de hecho, proporciona un comportamiento
diferente de las direcciones en la trayectoria de bisqueda. Se espera que el comportamiento
de LS-N sea mejor, debido a la manera en que trata cada asignacion, por ejemplo, la
funcion objetivo no obvia puede entre dos asignaciones que satisfacen el mismo nimero de
clausulas decidir que asignacion es mejor para la busqueda.
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Los teoremas 7 y 8 en [KhS95] establecen que el factor de garantia para LS sobre
una d-vecindad para Max-2-SAT es 2/3 para d = o(n), mientras que LS-N sobre una 1-
vecindad obtiene un factor de garantia de 3/4. Por lo tanto, LS-N proporciona un
refinamiento del factor de garantia de las soluciones halladas, ain si la busqueda es
restringida a pocos vecinos.

LS-N obtiene un factor de garantia de (1 - 1/2) para Max-k-SAT [KhS95] si la
cantidades A; = Ci:1 - Cj, satisfacen:

1 IRe
pUR O +1)(r.1)§(j)5

Notese que el uso de esta formula permite definir los valores de cada C;, para toda
version de Max-k-SAT.

En general, la forma en que opera la busqueda local descansa en dos fases, en la
primera, llamada de “descenso”, que ocurre ma&s 0 menos rdpidamente, se pueden
encontrar vecinos del punto actual de basqueda que mejoran la funcion objetivo. Esta fase
es relativamente corta [Gel93] y es seguida posteriormente por una segunda fase en la cual
es dificil hallar vecinos que mejoren la funcién objetivo, por lo que generalmente se opta
por visitar puntos que mantienen el mismo valor de la funcion. Esta segunda fase
denominada ‘Plateau’ (meseta) es donde generalmente se invierte la mayor cantidad de
tiempo del proceso de busqueda.

Muchas de las estrategias que tradicionalmente se aplicaron para mejorar el
comportamiento de la busqueda local clasica se pueden aplicar a LS-N.
2.4 Funcion objetivo no obvia propuesta

Analizando las soluciones obtenidas por programas que implementan la busqueda
local clasica asi como la busqueda local no obvia, se detectd que existen instancias de
Max-k-SAT en las cuales la busqueda local clésica obtiene soluciones mejores solucion que
la busqueda local no obvia.

Un ejemplo sencillo de este caso, es la familia de formulas del tipo:

F = {{xix} | 1<i<jsn, n=5}0{{-x1,~x2}}

Considerando n=5y como solucién actual a x = (1,1,1,1,1), entonces

f nos (X) :2(0)+ 2(g)= 20

Y en efecto, x es un 6ptimo local que no satisface a F, debido a que para todo 1-vecino x’,
fNOB(X) = fNOB(X’), por ejemplo, con X; = (0,1,1,1,1), fNOB(Xl) = 3/2(5) + 2(6) = 19.5.
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Mientras x es un optimo local bajo LS-N, su vecino x; es una mejor solucion dado que x;
satisface a la formula booleana F.

A pesar de que LS-N tiene un mejor factor de garantia que LS, para este tipo de
formulas, LS obtiene una mejor solucion que LS-N.

Para corregir esta situacion, se determind una nueva funcion objetivo no obvia. Por
ejemplo, para Max-2-SAT se definio:

f'Nnos = 312W(Sy) + 2W(Sy2) — W(Sp)

Se define esta nueva funcion objetivo para considerar el numero de clausulas
insatisfechas que aparecen en cada asignacion evaluada, evento que no es contemplado por
la funcion objetivo no obvia fyog propuesta por Khanna. Los valores de los coeficientes C;
(i=1, ..., k) para fyog Y para f 'yog, pueden usarse para diferenciar entre las asignaciones que
tienen el mismo numero de clausulas satisfechas, sin embargo, el coeficiente Cy es crucial
para determinar el nimero de clausulas no satisfechas que aparecen en cada asignacion
evaluada y es por eso que se incluye en f 'yog. A la busqueda local no obvia que se obtiene
al utilizar esta nueva funcion objetivo la denotaremos como LS-NC.

Dada la calidad de los resultados empiricos obtenidos de esta nueva funcion
objetivo no obvia con respecto a las dos anteriores, se decidio utilizarla como el nicleo
principal en la propuesta algoritmica final de este trabajo de investigacion.

Tanto el analisis empirico realizado a los algoritmos como la determinacion del
factor de garantia del algoritmo que obtiene LS-NC, se realiza en el capitulo IV de esta
tesis.

A continuacion se presenta una de las heuristicas adicionadas a LS-NC.

2.5 Busqueda tabu

Los origenes de la busqueda Tabu (TS) pueden situarse en diversos trabajos
publicados alrededor de hace 20 afios. Oficialmente, el nombre y la metodologia fueron
introducidos posteriormente por Fred Glover en 1989. Numerosas aplicaciones han
aparecido en la literatura, asi como articulos y libros para difundir el conocimiento teorico
del procedimiento (ver [DiA96]).

TS es una técnica para resolver problemas combinatorios de gran dificultad que esta
basada en principios generales de la Inteligencia Artificial. En esencia es un metaheuristico
que puede ser utilizado para guiar cualquier procedimiento basado en la busqueda local. Se
caracteriza por intentar evitar que la busqueda quede "atrapada™ en un 6ptimo local que no
sea global. A tal efecto, TS toma de la Inteligencia Artificial el concepto de memoria y lo
implementa mediante estructuras simples con el objetivo de dirigir la basqueda teniendo en
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cuenta la historia de ésta. Es decir, el procedimiento trata de extraer informacion de lo
sucedido y actuar en consecuencia. En este sentido, puede decirse que hay un cierto
aprendizaje y que la busqueda es inteligente. El principio de TS podria resumirse como:

"Es mejor una mala decision basada en informacion que una buena decision al azar,
ya que, en un sistema que emplea memoria, una mala eleccion basada en una estrategia
proporcionara claves Utiles para continuar la busqueda. Una buena eleccion fruto del azar
no proporcionara ninguna informacion para posteriores acciones” [DiA96].

TS comienza de la misma forma que cualquier procedimiento de basqueda local,
procede iterativamente de una solucion x a otra dentro de su vecindad N(x). Sin embargo,
en lugar de considerar toda la vecindad de la solucién, TS define una nueva vecindad N'(x)
tal que N'(x) O N(X).

Existen muchas maneras de definir la vecindad reducida N’(x)de un punto x. La mas
sencilla consiste en etiquetar como tabu las soluciones previamente visitadas en un pasado
cercano. Esta forma se conoce como memoria a corto plazo y esta basada en guardar una
lista tabu T de las soluciones visitadas recientemente. Asi en una iteracion determinada,
N’(x) del punto actual x se obtendria a partir de N(x) eliminando las soluciones etiquetadas
como tabu.

El objetivo principal de etiquetar las soluciones visitadas como tabu es reducir la
busqueda evitando pasa por caminos ya visitados y se espera también que esto reduzca la
posibilidad de que la busqueda se cicle. Por ello se considera que tras un cierto nimero de
iteraciones la busqueda estd en una region distinta y puede liberarse del status tabud
(pertenencia a T) de las soluciones antiguas. En los origenes de TS se sugerian listas tabus
de tamafio pequefio, actualmente se considera que las listas pueden ajustarse
dinamicamente segun la estrategia que se esté utilizando.

Es importante considerar que los métodos basados en basqueda local requieren de
la exploracion de un gran numero de soluciones en poco tiempo, por ello es critico el
reducir al minimo el esfuerzo computacional de las operaciones que se realizan a menudo.
En ese sentido, la memoria a corto plazo de TS esta basada en atributos en lugar de ser
explicita; esto es, en lugar de almacenar las soluciones completas (como ocurre en los
procedimientos de busqueda exhaustiva) se almacenan Gnicamente algunas caracteristicas
de éstas.

La memoria mediante atributos produce un efecto mas sutil y beneficioso en la
busqueda, ya que un atributo o grupo de atributos identifica a un conjunto de soluciones.

Para disefiar una estrategia tabu al algoritmo de busqueda local no obvia LS-NCq

que hemos propuesto, combinamos la propuesta de Hansen [HaP90] con una que
propusimos anteriormente en [DeG96].
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Las ideas principales de esta estrategia tabu son:

1.- Llevar un recuento de la direccion de la busqueda que llevo a un éptimo local,
Ilamada direccién descendente, y entonces se prohiben movimientos inversos a tal
direccién de descenso, al menos durante un nimero fijo de iteraciones.

2.- Aplicar la prohibicién sélo durante un namero fijo de iteraciones.

Con los elementos descritos puede disefiarse un algoritmo basico de TS para un
problema de Optimizacion dado. En la propuesta de busqueda tabl presentada en [DeG96],
se introduce una estrategia que permite acelerar el proceso de busqueda durante la fase de
'meseta’, que como se ha dicho, es la fase en la cual es dificil hallar vecinos que mejoren la
funcién objetivo y que es donde se invierte la mayor cantidad de tiempo del proceso de
busqueda.

Para llevar control de la direccion de descenso se introduce un arreglo Ind que
indica las direcciones en las que ha habido cambios durante el proceso de busqueda.
Valores positivos en las posiciones j del arreglo Ind indican cambios locales (direccion de
descenso) en la direccion j, por lo que al pasar a un nuevo punto de busqueda después de
arribar a un éptimo, significara invertir los valores de las variables que durante la busqueda
no hayan sufrido cambios, por ejemplo, que corresponden a valores 0 en la posicion j del
arreglo Ind. EI uso del arreglo que indica la direccion de descenso es util para reducir el
tiempo de prueba de puntos en direcciones opuestas a la direccion de descenso, agilizando
asi la busqueda durante la fase de 'meseta’. Este arreglo Ind es utilizado como una memoria
a corto plazo basada en atributos que es la lista tabu.

Llamaremos a la busqueda tabu anteriormente presentada y que utiliza como
funcién objetivo la funcion no obvia presentada en la ecuacion 2.1, bdsqueda tabld no
obvia.

2.5.1 Busqueda tabu no obvia con antipodales

Otra mejora a los procedimientos basados en la busqueda local, consiste en
seleccionar una estrategia 6ptima, o al menos adecuada, para saltar al siguiente punto de la
busqueda después de arribar a 6ptimos. A diferencia del salto probabilistico que caracteriza
a procedimientos de busquedas con control probabilistico (como son por ejemplo las
heuristicas de recocido simulado), en la propuesta de busqueda tabu se ha realizado el
salto a nuevos puntos de busqueda solo hasta llegar a configuraciones de 6ptimos locales, y
asi ir saltando aleatoriamente de un optimo local a otro. Este salto se inicia mediante el uso
de un nuevo punto de inicio x' para la bdsqueda local; este punto de inicio se obtiene
mediante la negacién de cada uno de los bits que conforman al dltimo local encontrado x, a
este nuevo punto x' se le da el nombre de antipodal de x, en tal sentido, dos puntos X y X'
son antipodales si y solo si x and X' 00y x or x' 01 (vector 0y vector 1).
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Supongamos que X, resultara ser un optimo local, entonces se le puede aplicar una
perturbacidn para hacerlo “saltar” a un nuevo punto x; que difiera significativamente de Xo.
Contrariamente a como lo evaluaria la estrategia de recocido simulado, no se le aplica la
prueba de “aceptar/rechazar” al nuevo punto, sino que a partir de x; se llega a un nuevo
optimo local y s6lo hasta ese momento se aplica la prueba de aceptacion. En este esquema,
es conveniente mantener un arreglo con los minimos locales que se van visitando para
evitar caer en ciclos.

Como resultado del analisis empirico realizado a LS, LS-N y LS-NC,, al rastrear la
lista de 6ptimos locales que se obtenian en cada corrida se observé que las trayectorias de
busqueda llegaban a pasar varias veces por regiones ya exploradas después de arribar a un
optimo local; esto depende principalmente de la definicion del punto de re-inicio de
busqueda.

Asi que, cuando se arriba a un optimo local, es importante controlar el punto de
re-inicio de la basqueda, primero para evitar caer en caminos ya explorados asi como para
ampliar el area de bdsqueda. La forma iddnea encontrada para definir al nuevo punto de
busqueda, fue usando el punto antipodal del Gltimo éptimo local hallado, o bien, si este
punto perteneciera a una trayectoria ya visitada, entonces se puede construir un nuevo
punto que difiera significativamente de cada uno de los 6ptimos locales que se tienen en la
lista de 6ptimos.

En la figura 2.4 se puede observar el algoritmo de busqueda tabi no obvia con
antipodales (LS-NTA) donde se utiliza el arreglo Ind como arreglo tabl de memoria corta
basada en atributos.

El éxito de esta propuesta estd determinado primero por su habilidad de moverse
exitosamente a través de la fase de 'meseta’ en la busqueda, reduciendo el tiempo de ésta
fase y, segundo, por el uso de elementos antipodales del Gltimo 6ptimo local hallado como
nuevo punto de re-inicio de la busqueda, dando asi amplitud al dominio de busqueda.

Después de haber definido la nueva propuesta algoritmica, es pertinente presentar
los elementos para el analisis de algoritmos que permitan clarificar los métodos para el
analisis del algoritmo propuesto y asi determinar su factor de garantia. En el capitulo
siguiente se presentan los elementos para el andlisis de algoritmos.
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Entrada: F - formula booleana, n - No. de Variables, m - No. de clausulas.
Salida: xv - asignacion hallada, Valor = numero de clausulas que logro satisfacer.

Variables globales:

OptimosLocalesVisitados=0, NumeroDelteraciones=0;

Valor, Valorl = Indican el valor devuelto por la funcion objetivo
X, X1 = Valores para las asignaciones

Ind = arreglo para el control de la trayectoria

Procedure LS-NTA() begin
x = AsignacionAleatoria();

/* Se permite a lo mas visitar 5 diferentes 6ptimos */
while (OptimosLocalesVisitados < 5) begin
Valor =f "Nog (X);
HayCambio = VERDADERO,;
for (j=0; j<n; j++) Ind[j] = O;/* Inicializar arreglo que controla la trayectoria */
while (HayCambio) begin
HayCambio = FALSO;
for (j=0; j<n; j++) begin
if (Valor = m) then return(x); /* Férmula Satisfactible */
NumeroDelteraciones++;  /* Una iteracion por cada vecino */
if (Ind[j] > 0) then Ind[j]--; /* Trayectoria de descenso */
else begin
x1 =com(x, j);
Valorl = f "\yog(X1);
if (Valor < Valorl) then begin
Xx=x1; /* Se actualiza la asignacion */
Valor = Valorl;
Ind[j] = Valorl - Valor; /* Importancia del cambio */
HayCambio = VERDADERO,;

end
end
end /* Fin de los flips */
end
if (EstaEnOptimos(x)) then Contador++; /*; Optimo Local ya visitado ? */
else InsertaEnOptimos(x); /* Nuevo Optimo Local */
X = Antipodal(x); /* Antipodal del Optimo Local */

end

xv = MejorOptimos();

return(xv, Valor);
end

Figura 2.4 Algoritmo de bisqueda tabu no obvia con antipodales
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Capitulo 111

Elementos para el analisis de algoritmos
3.1 Introduccion

Cuando se estan disefiando propuestas algoritmicas para la resolucién de problemas
NP-dificiles (como es el caso de los problemas SAT y MaxSAT), es relevante hacer un
estudio de la complejidad computacional, asi como de la calidad de las soluciones que dan
tales algoritmos. Este capitulo se enfoca a la presentacion de algunos de los elementos
importantes a considerar cuando se analiza el comportamiento de algoritmos en general, y
posteriormente se pone especial énfasis en el analisis de algoritmos para el tratamiento de
los problemas de satisfactibilidad.

La evaluacion de un algoritmo esta sujeta a la cobertura de un nimero de criterios
que relacionan varios aspectos intrinsecos con la expresion y ejecucion del algoritmo. Entre
los criterios que se consideran para determinar lo que es un buen algoritmo, se incluyen
cuestiones subjetivas tales como: sencillez, claridad, adaptabilidad a los datos a manejar,
etc. La ingenieria de software intenta tratar con bases matematicas estos términos, y asi
tener parametros para evaluar lo que significa que un algoritmo sea sencillo y claro.
Medidas mas objetivas (lo que no significa que necesariamente tengan que ser mas
importantes), es la complejidad en tiempo y espacio del algoritmo, su propiedad de
convergencia, la claridad y precision de sus resultados, etc. Algunos de los criterios y
propiedades de los algoritmos que se usan mas comdnmente para evaluarlos, son:

e Sencillez y claridad

» Su facilidad de implementacién

» Sison algoritmos de aplicacion general o especificos

e Laflexibilidad y robustez del algoritmo

e Su consistencia y completitud

» Su factor de convergencia

e Lacalidad de la solucion que proporcionan y

e Lacomplejidad en tiempo y espacio del algoritmo

Parte de la consecuencia de que un algoritmo tenga una representacion sencilla y no
haga uso de técnicas complicadas, sera que facilitara tanto su analisis como su
implementacidn a través de un lenguaje computacional. Aunque existen los casos en el que
ideas sencillas exigen codigo complicado en la implementacion. Un algoritmo que es
comparativamente facil de codificar tiene ventajas sobre implementaciones intrincadas,
tanto para su descripcion como para su mantenimiento.

También se distingue a los algoritmos de entre los especificos y los algoritmos

generales. Un algoritmo especifico usa informacion especifica del problema y solo puede
ser aplicado al problema para el cual fue disefiado, si se quisiera aplicar este algoritmo a
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otro tipo de problema se requiere generalmente redisefiarlo tanto que realmente resulta en
un nuevo algoritmo. A la inversa, algoritmos generales son disefiados independientes al
problema y para ser aplicados en un gran namero de situaciones. Un algoritmo hecho a la
medida en general se puede ejecutar comparativamente rapido, pero tiene una aplicabilidad
limitada y, un algoritmo general es usualmente lento pero tiene un gran potencial de
aplicacion.

La flexibilidad de un algoritmo es una caracteristica importante. Un algoritmo
flexible debe ser capaz de actualizarse facilmente y adaptarse para tratar problemas
relacionados. Un algoritmo robusto es capaz de producir buenos resultados bajo muy
diferentes circunstancias, tales como cuando se trabajan con instancias patoldgicas del
problema. Tomando ambas caracteristicas, un algoritmo flexible y robusto resulta ser un
algoritmo de proposito general y es posible el que pueda aplicarse en la resolucion de
muchos tipos de problemas.

Un aspecto relevante de los algoritmos es referente a la consistencia de las
soluciones que encuentra. Un algoritmo consistente no permite equivocaciones en sus
respuestas. Por ejemplo, al tratar problemas de decision, la solucién que proporciona un
algoritmo consistente debe ser siempre correcta y no permitir equivocaciones, como podria
ser responder ‘SI’ cuando la respuesta correcta es ‘NO’ o a la inversa. Aunque ante la
imposibilidad de hallar las respuestas correctas a un problema en un tiempo acotado de
cémputo (generalmente acotado en un orden polinomial de tiempo) se han disefiado
algoritmos con bases probabilisticas, es decir, que las soluciones encontradas tienen un
factor de certeza (y a su vez de error) de ser la solucién que se busca.

Otra division que se considera al analizar las propuestas algoritmicas, es precisar si
se tratan de algoritmos completos o incompletos. Los algoritmos completos siempre
encuentran la solucion correcta para toda instancia del problema. Los algoritmos
incompletos encuentran soluciones parciales al problema, es decir, solo para ciertas
instancias del problema hallarén la solucion correcta, en tanto que para otras instancias no
podran determinar cual es la solucién correcta [GuJ93].

Por ejemplo, un algoritmo de resolucién para el problema SAT se dice que es
completo, si para toda formula de entrada siempre puede verificar si existe 0 no una
asignacion que la satisfaga. En tanto, que un algoritmo incompleto puede encontrar solo la
correspondiente respuesta para una cierta clase de formulas y, no poder determinar cual es
la respuesta correcta para otro tipo de instancias.

Todos los algoritmos consistentes y completos hasta ahora conocidos para tratar el
problema SAT, determinan la respuesta para muchas instancias del problema requiriendo
solo tiempo polinomial, pero también sucede que, por el tipo de busqueda exhaustiva que
en el peor de los casos deben realizar (aun y cuando incluyan estrategias que intentan
acelerar el proceso de bdsqueda), necesitan de un tiempo exponencial para llegar a la
solucidn de las instancias.
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La dificultad de disefar algoritmos consistentes y completos, proviene de la
cantidad de recursos computacionales que tales algoritmos requieren. Todos los algoritmos
consistentes y completos disefiados para resolver problemas NP-dificiles son de
complejidad exponencial en tiempo. Puesto que, de manera general, dada una instancia, no
se sabe de antemano si un algoritmo completo lo podra resolver en tiempo polinomial o
bien tendra que realizar una busqueda exhaustiva, y como para el peor de los casos el
algoritmo necesita tiempo exponencial para hallar la solucion, esta clase de algoritmos son
considerados algoritmos ineficientes.

Algunos algoritmos para el problema SAT que son completos, consistentes, y de
complejidad exponencial en tiempo para los peores casos son:

» El Método de Davis y Putnam

e Los procedimientos que construyen modelos minimos

» El procedimiento de resolucion

» Procedimientos que usan arboles semanticos

» Busqueda con retroceso

» Sistemas que usan tablas sintacticas

Al tratar problemas de optimizacion NP-dificiles (por ejemplo, problemas de la
clase APX o PTAS) los algoritmos completos son aquellos que, para cualquier instancia,
encuentran el punto del dominio que es optimo global, pero nuevamente, son algoritmos
que requieren tiempo exponencial en el peor de los casos. También para esta clase de
problemas existen propuestas algoritmicas incompletas, en el sentido de que son algoritmos
con complejidad polinomial en tiempo y que, sin importar la forma de las instancias,
encuentran soluciones aproximadas a las éptimas, es decir, hallan valores cercanos a los
optimos globales.

En general, los algoritmos que encuentran con rapidez soluciones buenas, aunque no
necesariamente optimas, se denominan algoritmos heuristicos, puesto que estos algoritmos
frecuentemente se basan en reglas derivadas de la experiencia o del sentido comun. Aunque
las heuristicas tienden a ser especificas al problema, se han encontrado principios generales
en algunas heuristicas que permiten su aplicacién a una gran cantidad de problemas. Notese
que los algoritmos heuristicos son casos especiales de algoritmos incompletos.

Entre los algoritmos eficientes o incompletos para los problemas SAT y MaxSAT,
se tienen:

» Busqueda local

» Recocido simulado

» Busqueda tabu

» Algunos heuristicos para la programacion entera

» Estrategias voraces

» Algoritmos genéticos
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Una observacion acerca de estos algoritmos incompletos es que la mayoria son de
naturaleza iterativa, es decir, generalmente parten de uno o varios puntos del espacio de
busqueda y en cada iteracion intentan irse acercando a los puntos solucién.

Dos aspectos relevantes de los algoritmos iterativos son su convergencia global y el
promedio de convergencia local.

La convergencia global de un algoritmo, es un analisis que determina si es posible
que a partir de un punto inicial dado, la secuencia de puntos generados por el algoritmo
(puntos intermedios) pueda converger a la solucion final. EI promedio de convergencia
local de un algoritmo indica el promedio esperado de puntos (o el nimero promedio de
pasos) en la secuencia que converge a una soluciéon [GuJ93].

La calidad de la solucion encontrada por un algoritmo puede medirse de diferentes
maneras, tales como medir: el error absoluto, el error relativo, el factor de aproximacion de
la solucidn, etc. Pero todas estas medidas son esencialmente idénticas y tienen la intencion
de medir que tan cerca al 6ptimo es la solucidn dada por el algoritmo. Entre més corta sea la
distancia entre la solucion hallada y el éptimo, sera mejor la calidad de la solucion.

En lo que respecta a la precision y calidad de los resultados obtenidos por
algoritmos para SAT y MaxSAT, todo depende de la clase de algoritmos que se trate. En el
caso de algoritmos completos, la solucién encontrada para SAT corresponde a una decision
correcta de la satisfactibilidad de la formula y a un 6ptimo global para el caso MaxSAT. La
calidad de la respuesta que dan los algoritmos incompletos sera un elemento de analisis en
la determinacion de la calidad del algoritmo.

En la siguiente seccion se tratara precisamente sobre un estudio en el analisis de la
calidad de los resultados obtenidos por una clase particular de algoritmos incompletos,
conocidos como algoritmos de aproximacion y en el capitulo cuatro, se presenta el analisis
de los algoritmos de interés, los cuales son algoritmos iterativos que usan heuristicas
valiosas en la resolucién del problema MaxSAT, y que en general, puede usarse en la
resolucion de una gran cantidad de problemas.

3.2 Métodos para determinar el factor de garantia de los algoritmos

Existen diferentes métodos formales y probabilisticos usados en el analisis de los
algoritmos, estas técnicas generalmente se utilizan para determinar la complejidad en
tiempo y espacio de los algoritmos, asi como en la determinacion del factor de garantia de
los algoritmos de aproximacion. Reeves [ReC93] enuncia tres métodos generales
comunmente utilizados para la determinacion del factor de garantia de los algoritmos de
aproximacion, los cuales son:

» Meétodos Analiticos.

e Métodos Empiricos.

* Andlisis Estadistico.
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El método analitico se enfoca principalmente en considerar un andlisis en el peor de
los casos, y tal vez, un analisis en el caso promedio.

El analisis en el peor de los casos, como su nombre lo sugiere, supone encontrar
una garantia teorica que permita medir el limite de la eficiencia del algoritmo sobre las
peores instancias posibles. Esta analisis proporciona garantias fuertes sobre el
comportamiento del algoritmo que en general pueden no llegar a alcanzarse, ademas de que
exige intentar caracterizar el tipo de instancias que para el algoritmo seran mas dificiles de
resolver. Pero este analisis, que en un sentido es “pesimista”, intenta encontrar una cota de
lo peor que pueden ser los resultados proporcionados por el algoritmo.

El analisis en el caso promedio busca determinar el comportamiento de la ejecucion
del algoritmo en términos de una esperanza. Sin embargo, como con cualquier analisis
probabilistico, un valor sin medida de la varianza no es de mucho uso. También, esta forma
de andlisis frecuentemente se asocia a un espacio probabilistico que puede no concordar con
el espacio de instancias reales y entonces dara resultados sin sentido, ademas de que el
analisis probabilistico tiende a ser extremadamente dificil.

En términos probabilisticos, el andlisis en el caso promedio puede decir mucho,
especialmente cuando se aplica el algoritmo a muchas instancias con caracteristicas
similares. Por su naturaleza, este tipo de andlisis debe hacer suposiciones acerca de la
distribucion probabilistica que tiene la clase de instancias, y si estas suposiciones no son
apropiadas entonces los resultados del analisis pueden no ser exactos para las instancias
sobre las que se trabajara. Mas aln, este tipo de analisis puede no decir algo definitivo
acerca de la ejecucion del algoritmo para una instancia particular, puesto que cualquier
instancia particular puede ser atipica.

La inferencia estadistica es el método de estimacion de pardmetros de una poblacion
estadistica a partir de una muestra y se ha aplicado so6lo recientemente en la estimacion de la
calidad de la solucion de las heuristicas [ReC93], en general, se conocen algunos detalles de
cdmo estimar una aproximacion usando resultados conocidos de la teoria estadistica para
valores extremos. EI método es prometedor, pero requiere que se ponga especial atencién al
algoritmo durante su ejecucion.

El mas comun de los métodos para evaluar el comportamiento de una heuristica es
el andlisis empirico. En general, el analisis empirico empieza por ejecutar la heuristica
sobre un gran ndmero de instancias del problema, tales instancias generalmente son
generadas de manera aleatoria, e intenta hacer estimaciones globales del comportamiento de
la heuristica sobre estas instancias. EIl analisis empirico puede ser el mas apropiado si se
trata de un problema prueba que proporciona instancias reales, pero puede ser
completamente engafioso si no se tiene cuidado en la eleccion de las instancias de prueba,
ya que estas pueden tener caracteristicas muy diferentes de aquellas que se quieren resolver
en la practica.
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Las cotas obtenidas de los factores de garantia del algoritmo por ambas técnicas
(analitica y empirica), son cotas muy fuertes, que al momento de compararlas con
respuestas del algoritmo sobre instancias reales, pueden quedar lejanas, pero en general,
estas cotas conducen a un mejor entendimiento tanto de la heuristica como del problema
que se esta tratando.

De cualquier forma, analizar una heuristica es una tarea matematica desafiante. Para
realizar el analisis del algoritmo es bueno tener una idea sobre el tipo de instancias que se
quieren resolver en la préctica. Sin embargo, en la mayoria de los casos, las instancias a
resolver pueden ser de cualquier estilo o naturaleza, por lo que es comun hacer uso de
instancias generadas aleatoriamente y de manera uniforme con el fin de probar el
comportamiento de la heuristica.

En la siguiente seccion, se presentan algunos modelos cominmente usados en la
construccién de instancias de prueba, tales instancias son Uutiles para analizar la
convergencia y precision de los resultados que proporcionan los algoritmos disefiados para
la resolucidn de los problemas SAT y MaxSAT.

3.3 Modelos para construir instancias de formulas booleanas

Como se ha mencionado, es dificil hallar un algoritmo para SAT y/o MaxSAT que
tenga un excelente comportamiento para todas las instancias del problema. Es comdn por
tanto, elegir instancias especificas para estudiar la complejidad y comportamiento de los
algoritmos propuestos, por ejemplo, es util probar nuevas propuestas algoritmicas
considerando como entrada a aquellas instancias que se sabe fueron dificiles de resolver por
algoritmos tradicionales (ya sea por el tiempo que se requirié o, por la precision de los
resultados obtenidos).

Algunos de los modelos mas cominmente usados en la construccion de instancias
especificas para los problemas SAT y MaxSAT, son:

1) Modelo para construccion de instancias aleatorias: El uso de la aleatoriedad para la
generacion de instancias especificas es una técnica estandar en el disefio de algoritmos
[GuJ93]. Dentro de este modelo se tienen las opciones siguientes:

a) Modelo exacto k-SAT: al construir las formulas en FNC se forma cada clausula
de manera independiente a las deméas. Cada clausula contiene exactamente k
literales. Cada literal | es uniformemente elegida sin reemplazo del conjunto de
variables, por ejemplo para uJU, Prob(I=u) =1/ |U|, y la probabilidad de que la
variable elegida tenga una ocurrencia negativa es p (parametro de entrada, que
usualmente se usa con valor de %2).

b) Modelo promedio k-SAT: Cada clausula se construye aleatoriamente y de
manera independiente de las demas clausulas de la formula. Cada una de las n
variables aparece positivamente con probabilidad p/2, negativamente con
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probabilidad p/2 y esta ausente con probabilidad 1-p. EI nimero promedio de
literales en cada clausula es de k.

2) Modelo practico: Se usan como instancias de formulas en FNC, las formulas generadas
a partir de problemas tipicos, tales como: el problema de colorear una gréafica, el
problema de colocar n-reinas, etc... 0 bien, instancias generadas a partir de aplicaciones
reales.

3) Modelo regular: Como férmulas a procesar se usan instancias que son reconocidas o
reportadas en la literatura como casos dificiles de resolver por algin algoritmo en
particular.

Para entender la dificultad que cada instancia especifica del problema de
satisfactibilidad tiene, se definen los conceptos de dificultad de una instancia y el tipo de
distribucion de las instancias.

La dificultad de una instancia para el problema SAT es una propiedad intrinseca a la
formula F en FNC. La dificultad de una instancia es un indicador del grado de dificultad
que tendran los algoritmos para determinar su satisfactibilidad.

Por ejemplo, una formula F con m clausulas y n variables es mas dificil de satisfacer
cuando se incrementa el cociente m/n, (muchas clausulas definidas sobre pocas variables
incrementa la posibilidad de tener conjuntos insatisfactibles de clausulas, por ejemplo:
{x, =x}). O bien, cuando el numero promedio k de literales por clausula decrece, ya que
pocas literales y un gran nimero de clausulas reducen la posibilidad de hacer a todas las
clausulas satisfactibles [Ch\VV92]. Esta es una de las razones por lo que el problema 3SAT es
tan complejo como el SAT general, o el Max-2-SAT es tan dificil como el caso general
MaxSAT.

Evidencias empiricas [ChV92] sugieren que existe un umbral fino que denotaremos

con B tal que cuando c<B entonces una féormula generada aleatoriamente con m = cld
clausulas es casi seguramente satisfactible y cuando c¢>R tal formula es casi seguramente
insatisfactible. En [KaA94] se conjetura que tal umbral es alrededor de 4.2, y muestran
ademas que para ¢>4.758 una formula 3-FNC es insatisfactible con alta probabilidad. Tal
umbral no ha sido probado de manera rigurosa, pero se conjetura que existe.

Se define la dificultad-algoritmica de una serie de instancias de formulas en FNC,
como la forma que deben tener las instancias para que la determinacion de la
satisfactibilidad se pueda decidir facilmente por un determinado algoritmo, asi como la
forma que deben tener las instancias donde el algoritmo tiene méas problemas (lo que
generalmente significa que requiere de mas tiempo o espacio de lo normal) para decidir si
una formula es o no satisfactible.

Entonces, la dificultad-algoritmica de las instancias depende no solo de las instancias,
sino tambien del algoritmo. Por ejemplo con instancias que son claramente insatisfactibles
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en donde existe un gran namero de inconsistencias (casos frecuentes de ocurrencias del
conjunto {(x), (=x)}), un algoritmo completo para el problema SAT (como podria ser el
algoritmo de Davis-Putnam) puede decidir la inconsistencia de estas instancias
rapidamente, pero para algoritmos incompletos tales como las bdsquedas locales, éstos
podrian no darse cuenta de la inconsistencia de tales instancias. Y por el contrario,
algoritmos incompletos para el problema SAT podrian decidir més rapidamente la
satisfactibilidad de ciertas instancias de lo que podria hacerlo el algoritmo de Davis-
Putnam.

Los elementos presentados en este capitulo son tiles en el andlisis de los algoritmos
implementados en este trabajo. Para el analisis empirico de las propuestas algoritmicas
(para el tratamiento del problema MaxSAT), se hace uso del modelo que se conoce con el
nombre de “Modelo exacto k-SAT” y la técnica consiste en construir la formula FNC,
formando cada clausula de manera independiente a las demas y donde cada clausula tiene
exactamente K literales.

Se realiz6 el analisis analitico para determinar el factor de garantia de uno de los
algoritmos que proponemos (LS-NCy), y se realizo el analisis empirico a cada una de las
propuestas algoritmicas presentadas LS, LS-N, LS-NCy y LS-NTA.

La informacion detallada acerca del analisis empirico y analitico se encuentra
desarrollada en el capitulo siguiente.
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Capitulo IV

Determinacion del factor de garantia y analisis experimental

En el capitulo anterior se presentaron las técnicas mas comunes para el analisis de
algoritmos. En este capitulo, utilizaremos los conceptos presentados para aplicarse al
analisis del algoritmo propuesto. Primeramente, en la seccién 4.1 se realiza un analisis
teorico del factor de garantia y, posteriormente, en la seccién 4.2 se realiza un analisis
empirico, el cual corrobora los resultados obtenidos en la seccion 4.1.

4.1 Determinacion del factor de garantia

En esta seccion se mostrara el poder de la busqueda local no obvia, y se demostrara
que para la funcion objetivo no obvia propuesta por Khanna se obtiene un factor de garantia
de ¥% para Max-2-SAT y de (2 - 1) / 2 para Max-k-SAT. Asi también, se demostrara que el
algoritmo asegura un factor de garantia de 4/5 para Max-2-SAT sobre aquellas férmulas
FNC que cumplen la condicidn expresada posteriormente en la ecuacion 8 de este capitulo.

Para entender la estrategia general para la obtencion del factor de garantia,
recordemos que dentro de la funcion objetivo no obvia: S; indica el nimero de clausulas que
bajo una cierta asignacion I, satisfacen exactamente i literales. W(S;) representa el peso
asociado al conjunto de clausulas S;. fyos(z) es la evaluacion de la funcion objetivo sobre la
asignacion z. Y ademas, si z; es el vecino de z, entonces z; es (z); cuyo valor es igual a z
excepto en el bit de la posicion j y fyos(z1) es la evaluacion de la funcion objetivo f sobre z;.

Denotemos como df/dz al diferencial de la funcion objetivo cuando es evaluada en
puntos de la misma vecindad, en este caso: df/dz = f(z') - f(z), donde z' [0 N(z). Y cuando
explicitamente se quiera indicar al vecino de x, se expresara de la manera siguiente: df/dz;,
donde df/dz; = f((z);) - f(z) y (2); es z excepto en el bit de la posicion j.

La estrategia seguida en el analisis del factor de garantia consiste en calcular df/dz y
de esta manera se establecen los cambios que sufre la funcidn objetivo cuando una literal
cambia de un valor a otro (presupondremos que serd de uno a cero binario), después se
analiza que sucede cuando este cambio se realiza considerando un Optimo local. Los
resultados se expresan en términos del nimero de clausulas que no se satisfacen (Sp), el cual
puede ser facilmente interpretado en funcion del nimero de clausulas que se satisfacen. A
continuacion se presenta la determinacion del factor de garantia para la busqueda local no
obvia.
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Teorema 4.1 La basqueda local no obvia sobre una 1-vecindad tiene un factor de
garantia de % para Max-2-SAT.

Prueba. Consideremos la funcién no obvia:
fNOB (Z) = COW (SO) + C1W (Sl) + CZW (SZ)

Considere cualquier asignacion z que sea un 6ptimo local con respecto a la funcién
no obvia. Sin pérdida de generalidad, asumimos que las variables se han renombrado de tal
manera que a cada literal no negada se le asigna el valor verdadero. Denotemos como P;; y
N;; el nimero de clausulas en S; que contienen a las literales z; y —z; respectivamente.

Suponga que la variable z; cambia su valor de asignacion de: verdadero a falso, este
cambio se analiza a través de la tabla 4.1, segun los coeficientes C; que ponderan a los
valores P;; y N;j; respectivamente.

=1 z;=0 of/oz;

C1-Py; P1j - Poj-Co (Co-C1)Pyj=-A1 Py
Co-Py; Poj . P1j-Cs (C1-Co)Pyj=-N; Pyj
Co-Nojj No,j - N1j-Cy (C1-Co)Noj=A1 Noj
Cl'Nl,j Nij_ Noj_Co (Cz-Cl)Nl,j =Dy Ny

Tabla 4.1 Analisis sobre el cambio de valor de una variable z; perteneciente a una asignacion z.

De la tabla 4.1 se tiene que:
of
aT:_Alpl,j _A2P2,j +A1N0,j +A2Nl,j
j

Ecuacion 4.1 Diferencial considerando cambio de valor I6gico sobre la posicion j del punto z.

Ademas, si hacemos la suposicion de encontrarnos bajo un optimo local se cumple
que:

iso
azj

Esto, para todo j entre 1y n (Jj=1,...,n). Por lo que se tendria, que:

_Alpl,j _Azpz,j +A1N0,j +A2N1yj <0
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Sumando esta desigualdad bajo todas las variables z; (j = 1,2,...,n) y usando las
igualdades:

i Pi= i N, | =W (S,)
IE IE

ipz,j = 2W(S,)

]

n

No,j =2W(S,)
1=l

Se obtiene que:

Z(_A1P1,j _A2P2,j +A1N0,j +A2N1,j) :A1W(Sl)_Azz\N(Sz)+A12\N(So)+A2W(S1)50
=

Y asociando segun W(Sp), W(S1) y W(S2),
-ZAQW(SQ) - (Al-Az)W(Sl) + 2A1W(So) <0
queda finalmente que:

2A2W(Sz) + (Al-AQ)W(Sl) > 2A1W(So)

Ecuacion 4.2 Relacién entre el niUmero de clausulas satisfechas e insatisfechas.

Notese que el numero total de clausulas satisfechas, que denotaremos por SAT, es:
SAT = W(S,) + W(S;)

Por lo que quisieramos que los coeficientes del lado izquierdo de la ecuacion 4.2 se
igualaran a uno, es decir, que:

20,=1Yy (Al-Az):l
De aqui se sigue que:
A2:1/2:C2—C1

A1:3/2:C1—C0
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Asumiendo Cy=0 [KhS96], se infiere que C,=2 y C;=3/2 y la funcion objetivo no
obvia propuesta por Khanna sera:

from (2) = CoW (S4) + CW(S,) +C,W (S,) :EW(Sl>+2w<sz)

ademas, el lado derecho de la desigualdad de la ecuacion 4.2 sera:
201 W(Sp) = 2[[B/2) W(So) = 3 W(Sp)
Quedando la ecuacién 4.2 como:
W(S2) + W(S1) = 3W(So)

Dado que se habia planteado la utilizacion de una funcion de peso simple,
significando esto que W(S;) es simplemente igual al nimero de clausulas pertenecientes al
conjunto S;, se cumple que:

W(So) + W(S1) + W(S) =m
Notese que el total de clausulas insatisfechas, que denotaremos por INSAT, es:
INSAT = W(Sp)

Y por tal, se tiene que al sumar W(Sy) en ambos lados de la ecuacion 4.2, nos genera
la siguiente desigualdad.

AW(Sp) <m

Esto inmediatamente implica que el total de clausulas insatisfechas en un 6ptimo
local no es mayor que ¥4 del total de todas las clausulas; esto es, el algoritmo asegura un
factor de garantia de ¥ .

A continuacién se presenta la version generalizada (para Max-k-SAT, donde k es el
numero maximo de literales que hay en alguna clausula de la formula booleana de entrada)
de la obtencion del factor de garantia para la busqueda local no obvia con la funcion
objetivo propuesta por Khanna [KhS96].

Teorema 4.2 La basqueda no obvia sobre 1-vecindad tiene un factor de garantia de
(2-1) / 2 para Max-k-SAT.

Prueba: De nuevo, sin pérdida de generalidad, asumimos que las variables han sido
renombradas de tal manera que cada literal no negada bajo la asignacion actual se le asigna

al valor verdadero. Asi el conjunto S; es el conjunto de clausulas con exactamente ‘i
literales verdaderas.
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Sea :
A =Ci-Ciq
Y denotemos con:

o
Ozj

al cambio del valor de la funcion cuando cambiamos el valor de z; cuando esta
variable pasa del valor uno a cero.

Se obtiene que:

of &

Esto a partir del analisis en el cambio de valor de z; mostrado en la tabla 4.2.

Zj= 1 Zj= 0 of /aZj

Cl-PlJ Plyj — Poyj - Co (Co - Cl)Plyj = -Al Plyj

CQ'PQJ ngj — Plyj - Cl (Cl - CQ)PQJ =-N ngj
Cr-1-Pi1;j P-1j = Pk2j- Ck2 (Ck2 = Ck-1)Pr-1j = -Di1 Picy

Ci-Py;j Pkj = Praj-Cia (Ci-r = C)Pyj = -A Py

Co-No; Noj - Ngj-C1 (C1—Co)No,j = A1 Nojj

Cl-Nl,j lej — Ngyj - Cz (Cz - Cl)lej = Az Nl,j
Cr-2-Nk-2 Ni2-j — Ni1j-Cra (Cik-1 — Ci2)Ni2j = Dy Nio
Ck-l‘Nk-l,j Ni-1j — Nij- Ck (Ck - Ck-l)Nk-l,j = A Ny

Tabla 4.2 Analisis sobre el cambio de valor de una variable z; perteneciente a una asignacion z.

Y dado que sabemos que cuando el algoritmo termina, como z es un 6ptimo local,
entonces:

I o .0iO{, .. n}
0z

]
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Entonces se cumple que:

k
_Akpk,j +Z (AiNi—l,j _Ai—lpi—l,j)+AlN0,j <0

La cual puede ser escrita como:

(k-1)
-AP + ) (84N, AP ;) +A Ny ; <0

Ecuacion 4.3 Efecto del cambio de valor de la variable z; bajo un dptimo local.

Sumando bajo todas las variables z; (j = 1,2,...,n) la desigualdad de la ecuacion 4.3
se transforma en:

(k-1)

Z(_Akpk,j + Z(AHlNi,j _Aipi,j)+A1NO,j) <0
IE =
(k-1

0
n ) n n n
_AKZ Pk,j + Z(AMZ Ni,j _Ai ZR,])"'AlZ No,j <0
= 1= 1= 1= =

y usando las igualdades,
Z Pi,j =W (S;)
=
Z N;; =(k=DW(S;)
=
Se obtiene que:

(k-1)
kAW (S, )+ Z_ (k=D)AL W (S;) —IAW(S;)) +kAW(S,) <0
Despejando y factorizando, obtenemos la siguiente desigualdad:

(k-1)

kAl\N(So) < kAkW(Sk) + Z (iAi - (k - i)Ai+1)W(Si)

Ecuacion 4.4 Relacién entre el niUmero de clausulas satisfechas e insatisfechas.
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Ahora, notese que el nimero total de clausulas satisfechas, SAT, es:

SAT:iW(Si)

Y para obtener el valor SAT del lado derecho de la ecuacion 4.4, tendremos que
igualar a uno los coeficientes:

(1A — (k- DAi) =1 , i 01, k-1]
y
kAk =1
De aqui se sigue que:
A=A+ Kk-D)Ai) /i 01, k-1]y
y
Ak =1/k

Por lo que:

=2
ol (k—i+1)(?_1).Z(")

Quedandonos la siguiente desigualdad:
k-1

(Zk _1)W(So) SVV(Sk) + ZW(Si)

Por lo que el adicionar W(So) en ambos lados de la desigualdad, nos genera la
siguiente ecuacion:

240 (S,) SW(SK>+§w<Si)+W(SO) - iwm =m

Es decir,
2“W(So) < m
Esto inmediatamente implica que el total de clausulas insatisfechas al terminar el

algoritmo no es mayor a 1/2¢ del total de todas las clausulas; esto es, el algoritmo asegura
un factor de garantia de (2*-1) / 2, para cualquier férmula en k-FNC.
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Analicemos ahora el efecto de considerar la nueva funcion objetivo no obvia que
proponemos para Max-2-SAT,

fINOB (Z) ::;W(Sl) + Z\N(Sz) _W(So)

De nuevo, sin pérdida de generalidad, asumimos que las variables han sido
renombradas de tal manera que cada literal no negada bajo la asignacion actual se le asigna

al valor verdadero. Asi el conjunto S; es el conjunto de clausulas con exactamente ‘i
literales verdaderas, y sea: Aj = Cj — Ci;.

Del teorema 4.1, donde se obtuvo que se cumple para toda funcion objetivo no
obvia la desigualdad :

2A1\N (So) < ZAZW (Sz) + (Al - Az )W (Sl)
Ecuacion 4.5 Relacién entre el niUmero de clausulas satisfechas e insatisfechas.

Asi que, se quiere determinar valores para Co, C; y C, de tal manera que A; sea un
entero positivo grande, mientras que A, y (A:-4;) sean ambos, enteros positivos pequefios.
Definiendo Cy = -1, C; = 3/2 y C, = 2, se obtiene que A; = 5/2 'y A, = 1/2. Entonces, la
ecuacion 4.5 se transforma en:

SW(S,) sW(S,) +2W(S,)

Dado que:
3
SAT =Y W(S,)

Para el caso Max-2-SAT, SAT = W(S;) + W(S,), y dado que el numero total de
clausulas es W(Sp) + W(S1) + W(S,) = m, entonces el nimero de clausulas que no se
satisfacen que hemos denotado por INSAT es:

INSAT = W(So) y SAT + INSAT =m

Ahora, para el tipo de instancias para los cuales se cumple la relacion:

W(S1) < W(So)

Ecuacidn 4.6 Condicional de la relacién entre clausulas insatisfechas y W(S,).
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se puede reescribir la ecuacion de la siguiente manera:

SONSAT < SAT+W(Sy) < SAT+W(So) = SAT+INSAT =m

Obteniendo que,

SINSAT <m

Esto inmediatamente implica que el total de clausulas insatisfechas en éste optimo
local no es mayor que 1/5 del total de todas las clausulas; esto es, el algoritmo asegura un
factor de garantia de 4/5 para aquellas formulas que cumplen la condicion expresada en la
ecuacion 4.6.

A partir de este momento se puede afirmar que la calidad de soluciones que
encuentre un algoritmo, que utilice la nueva funcion objetivo no obvia, sera mejor que la de
los algoritmos que utilicen la funcion objetivo no obvia introducida por Khanna.

Hubo dos elementos que nos llevaron a pensar en que se puede definir una funcion
objetivo no obvia diferente a la propuesta por Khanna, tales elementos fueron:

1.- El buscar que en el lado izquierdo de la ecuacién 4.2 quede el valor SAT facilita
la obtencion del factor de garantia, ademas de que se cumple para toda formula booleana,
sin embargo no explota totalmente la desigualdad ya que podemos encontrar diferentes
relaciones entre W(So) con W(S;) y/o W(S,) que permitirian obtener mejores factores de
garantia.

2.- El andlisis de los resultados que se obtenian por la busqueda local basada en la
funcién objetivo propuesta por Khanna, mostraba un decremento en el factor de
aproximacion con formulas donde habia un gran nimero de clausulas insatisfechas, esto
mostraba que el coeficiente Cy era importante para esta clase de formulas y el hecho de que
Khanna minimizara su importancia indicaba que no habian sido capturados todos los
parametros que influyen en la técnica.

Los resultados tedricos obtenidos en esta seccion han sido corroborados en la
practica. En la seccidn siguiente presentamos los resultados del analisis empirico realizado
a los algoritmos: LS, LS-N, LS-NC, y LS-NTA, trabajando éstos sobre formulas booleanas
en k-FNC generadas aleatoriamente.

4.2 Analisis experimental

El andlisis experimental sobre los algoritmos: LS, LS-N, LS-NCy y LS-NTA
considerd dos clases de instancias: por una parte, se retomaron un conjunto de instancias en
2-FNC generadas por Altamirano [AIL96] y que se presentan en la tabla 4.3 (de aqui en
adelante las llamaremos ALT2SAT), y que resultaron ser utiles para mostrar que la calidad
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de los resultados obtenidos son competitivos con los que se obtienen al aplicar técnicas
basadas en programacion semidefinida [GoM94],[GoM94a] y el algoritmo avido de
Johnson [JoD74]. El grupo de instancias ALT2SAT esta formado por pequefios grupos de
instancias distribuidos como se muestra en la tabla 4.3, los resultados obtenidos mostraban
que estas instancias no eran lo suficientemente dificiles; lo que llevé a considerar otra clase
de instancias para realizar el analisis empirico.

Se hizo uso de uno de los modelos para la construccion aleatoria de instancias de
formulas booleanas presentado en el capitulo IlI; este modelo se conoce con el nombre de
“Modelo exacto k-SAT” y la técnica consiste en construir una formula en FNC, formando
cada clausula de manera independiente a las deméas. Cada clausula debe contener
exactamente K literales.

Cada literal | es uniformemente elegida sin reemplazo del conjunto de variables, por
ejemplo para uJU, Prob(l=u) = 1 / |U|, y la probabilidad de que la variable elegida tenga
una ocurrencia negativa es p (parametro de entrada, que en este caso, se utilizé con un valor
de 1%).

Mediante el modelo exacto k-SAT se generé un grupo de 160 instancias del tipo
2-FNC y un grupo de 160 instancias del tipo 3-FNC (de aqui en adelante las llamaremos
INS2SAT e INS3SAT respectivamente). Las 160 instancias de INS2SAT y las de INS3SAT
se agruparon de la manera que se muestra en la tabla 4.4.

Grupo Instancias (F) n — No. de m — No. de
variables clausulas
1 De la instancia 1 alainstancia 10 15 variables 25 clausulas
2 De lainstancia 11 alainstancia 20 15 variables 50 clausulas
3 De lainstancia 21 alainstancia 30 15 variables 75 clausulas
4 De lainstancia 31 alainstancia 40 15 variables 100 clausulas
5 De lainstancia 41 alainstancia 50 20 variables 25 clausulas
6 De lainstancia 51 alainstancia 60 20 variables 50 clausulas
7 De lainstancia 61 alainstancia 70 20 variables 75 clausulas
8 De lainstancia 71 alainstancia 80 20 variables 100 clausulas
9 De lainstancia 81 alainstancia 90 25 variables 25 clausulas
10 De lainstancia 91 alainstancia 100 25 variables 50 clausulas
11 De lainstancia 101 alainstancia 110 25 variables 75 clausulas
12 De lainstancia 111 alainstancia 120 25 variables 100 clausulas

Tabla 4.3 Distribucion de variables y clausulas para el grupo de instancias ALT2SAT.
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Grupo Instancias (F) n — No. de m — No. de

variables clausulas
1 De lainstancia 1 alainstancia 10 25 variables 50 clausulas
2 De lainstancia 11 alainstancia 20 25 variables 75 clausulas
3 De lainstancia 21 alainstancia 30 25 variables 100 clausulas
4 De lainstancia 31 alainstancia 40 25 variables 125 clausulas
5 De lainstancia 41 alainstancia 50 50 variables 100 clausulas
6 De lainstancia 51 alainstancia 60 50 variables 150 clausulas
7 De lainstancia 61 alainstancia 70 50 variables 200 clausulas
8 De lainstancia 71 alainstancia 80 50 variables 250 clausulas
9 De lainstancia 81 alainstancia 90 75 variables 150 clausulas
10 De lainstancia 91 alainstancia 100 75 variables 225 clausulas
11 De lainstancia 101 alainstancia 110 75 variables 300 clausulas
12 De lainstancia 111 alainstancia 120 75 variables 375 clausulas
13 De lainstancia 121 alainstancia 130 100 variables 200 clausulas
14 De lainstancia 131 alainstancia 140 100 variables 300 clausulas
15 De lainstancia 141 alainstancia 150 100 variables 400 clausulas
16 De lainstancia 151 alainstancia 160 100 variables 500 clausulas

Tabla 4.4 Tamaro de las instancias construidas tanto para INS2SAT como para INS3SAT.

Como se puede observar, cada renglon en las tablas 4.3 y 4.4 representa un grupo
conformado por 10 instancias (formulas) diferentes con el mismo nimero de variables y el
mismo numero de clausulas. Para realizar el analisis empirico, primeramente se obtuvo el
valor exacto de MaxSAT para cada instancia (el nimero maximo de clausulas que pueden
satisfacerse para cada instancia), posteriormente se ejecutd 10 veces cada algoritmo sobre
cada instancia, los resultados obtenidos de las 10 ejecuciones sobre una instancia dada se
promediaron y posteriormente se dividié este promedio entre el valor exacto de la instancia,
dandonos el cociente de aproximacion para la instancia, el cociente de aproximacion
obtenido en cada instancia del grupo de 10 instancias del mismo tipo se promedia con los
10 cocientes de aproximacion del grupo, y el resultado es el que se presenta como cociente
de aproximacion en la tabla 4.5, en este caso particular, para el grupo de instancias
denominado ALT2SAT.

El mismo proceso se sigue para obtener los cocientes de aproximacion de cada uno
de los algoritmos probados sobre las instancias: INS2SAT e INS3SAT, con la diferencia de
que el cociente de aproximacion no puede ser obtenido sobre las instancias que poseen mas
de 75 variables por clausula, debido a la dificultad de obtener el valor exacto, asi que, para
este tipo de instancias, el procedimiento seguido fue dividir el promedio del valor obtenido
de ejecutar 10 veces cada instancia entre el nimero total de clausulas en la formula; el resto
del proceso es igual.
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La igualdad de competencia para la ejecucion de los algoritmos es esencial, dado
que podria sugerirse una inclinacion de los resultados para obtener mejores soluciones para
un algoritmo especifico. Por esto, se incluyen graficas que indican el nimero de cambios en
promedio realizados antes de llegar a un optimo. El lector podria pensar que un buen
criterio en la igualdad de competencia podria ser los tiempos de ejecucion, sin embargo,
desde el punto de vista del autor, los tiempos de ejecucion pueden no sefialar de manera
directa una igualdad en la competencia de dos algoritmos. En nuestro caso, dado que se
trata de algoritmos basados en basqueda local, resulta conveniente comparar los cambios
que realiza cada algoritmo. Por un cambio denotamos el hecho de saltar de una asignacion z
a otra asignacion z;, donde el valor de la funcidn objetivo sobre la asignacion z; sea mejor
que sobre la asignacién z (es decir, f(z;) > f(z)). Las tablas 4.6, 4.8 y 4.10 muestran los
cambios en promedio realizados por cada algoritmo sobre las instancias propuestas;
enseguida de estas tablas se grafican los resultados que se presentaron de manera tabular.

A continuacion se presenta tabular y graficamente, los resultados obtenidos de los
algoritmos LS, LS-N, LS-NCy, y LS-NTA al ejecutarse primeramente sobre las instancias
ALT2SAT y después sobre las instancias INS2SAT e INS3SAT.

Cociente de Aproximacion
Grupo Variables Clausulas LS LS-N LS-NCo LS-NTA
1 15 25 0.992 0.996 0.998 0.999
2 15 50 0.983 0.99 0.991 0.994
3 15 75 0.991 0.991 0.992 0.995
4 15 100 0.991 0.992 0.992 0.996
5 20 25 0.987 0.992 0.995 0.996
6 20 50 0.987 0.983 0.988 0.993
7 20 75 0.985 0.987 0.992 0.995
8 20 100 0.992 0.992 0.993 0.996
9 25 50 0.986 0.989 0.99 0.994
10 25 75 0.984 0.986 0.989 0.993
11 25 100 0.987 0.992 0.992 0.996
12 25 125 0.989 0.992 0.992 0.996

Tabla 4.5 Cocientes de aproximacion de cada algoritmo ejecutado sobre las instancias: ALT2SAT.
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Figura 4.1 Cociente de aproximacion de los algoritmos para 2-FNC con 15 variables.
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Cociente de Aproximacion

Figura 4.3 Cociente de aproximacion de los algoritmos para 2-FNC con 25 variables.
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Promedio del nUmero de cambios

Grupo Variables Clausulas LS LS-N LS-NCo LS-NTA
1 15 25 86.2 46.89 49.36 100.55
2 15 50 60.4 42.21 44.75 102.7
3 15 75 58.01 40.61 41.92 109.04
4 15 100 63.63 40.19 43.08 106.26
5 20 25 343.25 96.85 102.18 132.14
6 20 50 174.66 81.06 77.76 138.08
7 20 75 130.26 72.69 80.96 132.86
8 20 100 142.07 72.3 77.17 158.68
9 25 50 544.6 139.95 142.69 176.52
10 25 75 322.38 97.45 103.6 187.38
11 25 100 269.71 105.15 119.35 176.66
12 25 125 205.18 83.14 90.19 194.79

Tabla 4.6 Promedio del nimero de cambios realizados por cada algoritmo sobre las instancias:

2 Cambios
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Figura 4.4 Promedio del nimero de cambios realizados por cada algoritmo para 2-FNC con 15

variables.
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Figura 4.5 Promedio del nimero de cambios realizados por cada algoritmo para 2-FNC con 25
variables.

Cociente de Aproximacion
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Grupo Variables Clausulas LS LS-N LS-NCo LS-NTA
1 25 50 0.978 0.994 0.994 0.997
2 25 75 0.939 0.942 0.943 0.945
3 25 100 0.91 0.907 0.91 0.916
4 25 125 0.906 0.9 0.907 0.917
5 50 100 0.949 0.958 0.959 0.961
6 50 150 0.927 0.929 0.932 0.937
7 50 200 0.918 0.918 0.92 0.926
8 50 250 0.897 0.893 0.898 0.903
9 75 150 0.953 0.959 0.96 0.963

10 75 225 0.921 0.923 0.924 0.928
11 75 300 0.911 0.909 0.913 0.918
12 75 375 0.899 0.897 0.902 0.904
13 100 200 0.957 0.963 0.967 0.969
14 100 300 0.926 0.928 0.932 0.935
15 100 400 0.913 0.916 0.917 0.92

16 100 500 0.897 0.897 0.901 0.901

Tabla 4.7 Cocientes de aproximacion de los algoritmos sobre las instancias INS2SAT.

Cociente de Aproximacion
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Figura 4.7 Cociente de aproximacion de los algoritmos para 2-FNC con 50 variables.
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Figura 4.8 Cociente de aproximacion de los algoritmos para 2-FNC con 75 variables.
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Figura 4.9 Cociente de aproximacion de los algoritmos para 2-FNC con 100 variables.

Promedio del nimero de cambios

Grupo Variables Clausulas LS LS-N LS-NCo LS-NTA
1 25 50 408.12 73.91 172.45 80.31
2 25 75 349.9 107.33 175.9 95.8
3 25 100 287.21 93.85 207.76 90.7
4 25 125 198.37 92.34 195.94 98.54
5 50 100 2844.98 849.73 369.92 812.04
6 50 150 3290.79 539.32 387.53 445.26
7 50 200 2965.81 403.25 410.59 417.64
8 50 250 2600.42 319.07 474.19 397.88
9 75 150 4194.46 5578.87 529.85 5247.66
10 75 225 4920.63 2046.88 581.78 2973.19
11 75 300 5584.94 2070.99 684.44 2279.02
12 75 375 5938.411 973.42 727.27 1194.09
13 100 200 5831.26 8038.34 819.67 8741.091
14 100 300 6592.28 6737.06 835.56 7131.56
15 100 400 7423.141 2915.01 994.88 3447.67
16 100 500 7750.49 2787.76 1164.56 3824.47

Tabla 4.8 Promedio del nimero de cambios realizados por cada algoritmo sobre las instancias:

'ro de Cambios

500 —
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Figura 4.10 Promedio del nimero de cambios realizados por cada algoritmo para 2-FNC con 25

Promedio del NUmero de Cambios
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Figura 4.11 Promedio del nimero de cambios realizados por cada algoritmo para 2-FNC con 100

variables.
Cociente de Aproximacion
Grupo Variables | Clausulas LS LS-N LS-NCo LS-NTA
1 25 50 0.999 1 1 1
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2 25 75 0.997 0.999 0.999 1

3 25 100 0.982 0.985 0.986 0.988
4 25 125 0.975 0.978 0.979 0.981
5 50 100 0.995 0.997 0.999 1

6 50 150 0.989 0.995 0.996 0.997
7 50 200 0.982 0.986 0.987 0.991
8 50 250 0.975 0.979 0.98 0.982
9 75 150 0.996 0.999 1 1

10 75 225 0.988 0.992 0.993 0.994
11 75 300 0.985 0.989 0.989 0.993
12 75 375 0.975 0.978 0.979 0.981
13 100 200 0.996 1 1 1

14 100 300 0.989 0.995 0.996 0.997
15 100 400 0.983 0.982 0.986 0.99
16 100 500 0.976 0.979 0.981 0.983

Tabla 4.9 Cocientes de aproximacion de los algoritmos sobre las instancias: INS3SAT.

Cociente de Aproximacion
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Figura 4.12 Cociente de aproximacion de los algoritmos para 3-FNC con 25 variables.
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Cociente de Aproximacion
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Figura 4.15 Cociente de aproximacion de los algoritmos para 3-FNC con 100 variables.
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Promedio de Iteraciones

Grupo Variables | Clausulas LS LS-N LS-NCo LS-NTA
1 25 50 937.23 149.68 196.23 158.35
2 25 75 874.62 124.29 227.6 148.25
3 25 100 624.74 126.41 231.16 141.31
4 25 125 543.74 134.3 200.47 149.77
5 50 100 1844.26 435.01 588.94 550.68
6 50 150 2325.8 559.07 580.79 652.63
7 50 200 2738.39 453.2 541.13 702.5
8 50 250 3024.51 511.57 696.77 860.16
9 75 150 2802.2 2367.18 1089.74 3334.97
10 75 225 3586.09 2909.27 1951.98 5180.05
11 75 300 4205.2 1436.74 11411 2297.7
12 75 375 4546.35 1394.08 1756.03 3192.86
13 100 200 3755.01 7196.39 1424.01 8380.84
14 100 300 4817.66 4434.78 3921.85 7612.75
15 100 400 5549.1 5988.149 5129.28 9826.341
16 100 500 6129.75 4502.08 4119.53 7689.091

Tabla 4.10 Promedio del numero de cambios realizados por cada algoritmo sobre las instancias:

INS3SAT.
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Figura 4.16 Promedio del nimero de cambios realizados por cada algoritmo para 3-FNC con 25
variables.
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Figura 4.17 Promedio del nimero de cambios realizados por cada algoritmo para 3-FNC con 100
variables.

Las graficas anteriores muestran todos los resultados obtenidos durante el analisis
empirico. Se observa que la propuesta LS-NTA obtiene en todos los casos un mejor
cociente de aproximacion que los demas algoritmos.

Es de particular importancia mencionar el comportamiento del algoritmo LS-N

(propuesto por Khanna [KhS96]), ya que se observa que el rendimiento decrece (en lo que
respecta a su factor de aproximacién) para instancias con muchas clausulas insatisfechas.
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En estos casos, el cociente de aproximacion de LS-N esta por debajo de los demas
algoritmos, incluso de la busqueda local sola (LS). En las gréficas se puede observar que
este comportamiento puede ser corregido utilizando la nueva funcidon objetivo que
proponemos.

Como ya se ha comentado, el nimero de clausulas insatisfechas (para clausulas
donde existen una gran cantidad de ellas) tiene un peso importante en el comportamiento
de la busqueda, y el hecho que la funcion objetivo propuesta por Khanna no considere este
punto no le permite capturar dicha propiedad (al hacer el coeficiente Co=0 en

fros (2) = Zciw(si))'

El andlisis de estos casos nos llevd a experimentar con diferentes valores para Co, y
nos permitid inferir que su signo deberia ser opuesto al de los otros coeficientes, el analisis
tedrico nos confirmd tal conjetura.

El algoritmo resultante que denominamos LS-NCy, mostro en la practica un mejor
comportamiento que LS y LS-N. Con el fin de acelerar el proceso de busqueda, se le
adiciond a LS-NC, dos heuristicas: una estrategia tabl y el uso de puntos antipodales como
punto para re-iniciar la bdsqueda después de arribar a Optimos locales, al algoritmo
resultante se le llamd: LS-NTA.

El andlisis sobre el comportamiento en la préactica de LS-NTA mostr6 que el uso de
elementos antipodales para re-iniciar la basqueda permite ampliar el dominio de ésta y en
general, salta sobre caminos ya explorados. Si a esto afiadimos una lista de los dptimos
locales hallados para evitar ciclos (tabu), obtenemos una propuesta algoritmica que resulté
ser robusta y, que de acuerdo al resultado del andlisis empirico, mejora el comportamiento
de los procedimientos basados en la busqueda local.

El andlisis experimental realizado, mostrd6 que la aplicacion de las estrategias:
basqueda tabl y uso de puntos antipodales, mejora en la practica la calidad de las
soluciones halladas. Asi también, se corrobora los resultados obtenidos en la seccién 4.1, en
donde se determind mediante el factor de garantia que la nueva propuesta LS-NC, tendria
un mejor comportamiento que LS y LS-N.
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Conclusiones

El objetivo de la demostracion automatica de teoremas (DAT) es disefiar algoritmos
eficientes para demostrar la validez de una formula. Para el caso del céalculo proposicional,
es bien sabido que la complejidad en tiempo de algoritmos dentro de la DAT para formulas
booleanas generales es de orden exponencial y, consecuentemente, existen aun limitaciones
para demostrar teoremas o probar satisfactibilidad en forma automatica de manera eficiente.

El problema de Méxima Satisfactibilidad (MaxSAT) es un problema central en la
DAT y en la teoria de complejidad computacional. Existe un gran interés en la busqueda de
algoritmos eficientes para la resolucion de este problema. El hecho de que MaxSAT sea un
problema representativo de su clase de complejidad (APX), implica que cualquier mejora
que se encuentre a los algoritmos que resuelven MaxSAT, puede transformarse en mejoras
a algoritmos que resuelvan los demas problemas de su clase de complejidad. Aun mas, el
hallar un algoritmo eficiente para este problema, repercute en la resolucion de problemas
abiertos trascendentales en las ciencias de la computacién, tal como la pregunta abierta:
¢P =NP?

En esta investigacion se analizaron diferentes propuestas algoritmicas basadas en la
busqueda local para solucionar el problema de MaxSAT, debido a que el objetivo principal
del trabajo fue proponer un nuevo algoritmo basado en busqueda local aplicado a la
resolucion del problema MaxSAT, asi como determinar su factor de garantia, para mostrar
que éste era competitivo con los algoritmos ya conocidos.

En este trabajo se construyeron dos algoritmos clasicos, de los cuales se ha
determinado su factor de garantia. Para una formula booleana F (donde k es el namero
méaximo de literales por clausula), se tiene que la bdsqueda local obvia (LS) obtiene un
factor de garantia de k/k+1, mientras que la bdsqueda local no obvia (LS-N) obtiene un
factor de garantia de (2%-1)/2.

Partiendo de estos dos algoritmos, proponemos uno nuevo al que denominamos:
LS -NC,, basado fundamentalmente en una modificacion al coeficiente Cy de la funcion
objetivo propuesta por Khanna[KhS96] (sobre LS-N).

Se demostrd analiticamente que nuestra propuesta obtiene un factor de garantia de
4/5 para Max2SAT, para ciertas clases de formulas, segin se especificd en el capitulo II,
mejorando el factor de % del algoritmo propuesto por Khanna.

Posteriormente, con el fin de agilizar el proceso de busqueda se adicionaron dos
estrategias: una heuristica tabl y el uso de elementos antipodales para re-iniciar la busqueda
después de arribar a optimos locales. Esta nueva propuesta, que denominamos LS-NTA,
mostré segun el analisis empirico realizado y mostrado en el capitulo 1V, que obtiene los
mejores resultados de todos los algoritmos desarrollados.
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Todos los algoritmos presentados preservan la complejidad polinomial en tiempo y
mejoran el comportamiento general de la busqueda local clasica. De estos algoritmos
analizados, LS-NCy y LS-NTA son propuestas originales de este trabajo.

El éxito del algoritmo LS-NTA esta determinado primero por su habilidad
para moverse a través de la fase de ‘meseta’ de la busqueda, reduciendo el tiempo de ésta
fase y, segundo, por el uso de elementos antipodales del altimo 6ptimo local hallado como
nuevo punto de re-inicio de la busqueda, dando asi amplitud al dominio de ésta.

Es de particular importancia mencionar el comportamiento del algoritmo LS-N
(propuesto por Khanna[KhS96]), ya que se observa que el rendimiento decrece sobre cierto
tipo de instancias donde hay un gran numero de clausulas insatisfechas. En estos casos, el
cociente de aproximacion de LS-N estd por debajo de los demas algoritmos, incluso de la
busqueda local sola (LS). En las graficas se puede observar que este comportamiento se
corrigié utilizando la nueva funcién objetivo no obvia (aunque estos resultados son
empiricos).

Parte de la explicacion de este comportamiento es que LS-N no contempla en su
funcion objetivo al conjunto de clausulas Sy, es decir, el conjunto de clausulas que no se
satisfacen, asi que cuando las instancias son grandes (tienen un mayor numero de
clausulas), es evidente que se incrementa el nimero de clausulas que no se satisfacen, en
este caso, la funcion objetivo de LS-N empieza a carecer de elementos para discriminar
correctamente entre dos asignaciones similares y decidir cual asignacion es mejor en la
busqueda de la solucion del problema. En nuestro caso, fue suficiente incluir una nueva
funcion objetivo donde el coeficiente Co=-1, sin embargo, aln queda pendiente determinar
en detalle la razén de este comportamiento.

Se demostrd que en la nueva funcion objetivo no obvia se obtiene un factor de
garantia mejor que en la funcidn objetivo no obvia propuesta por Khanna, esto para el tipo
de instancias que cumplen que W(S;) < ptW(So), pOLJ". El andlisis empirico realizado a
LS-NC, verifica los resultados obtenidos a traves del analisis teorico.

Las gréficas y las tablas presentadas en la segunda seccion del capitulo IV muestran
los resultados obtenidos del analisis empirico, se observa que la propuesta LS-NTA obtiene
en todos los casos un mejor cociente de aproximacion que los demés algoritmos. Esto
debido principalmente al control de la trayectoria de busqueda a través de los antipodales.
Se puede observar ademas que el uso de elementos antipodales para re-iniciar la busqueda
permite ampliar el dominio de ésta y en general, saltar sobre caminos ya explorados. Si a
esto afladimos una lista de los Optimos locales hallados para evitar caer en ciclos,
obtenemos una propuesta algoritmica que resulta ser robusta y, que de acuerdo al resultado
del andlisis empirico mejora el comportamiento de los procedimientos basados en la
busqueda local.

Aunque, el analisis empirico resulta ser una herramienta valiosa para determinar el
comportamiento de un algoritmo, el analisis tedrico determina con exactitud éste, es por
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eso, que en la seccion 4.1 del capitulo IV se determiné de manera analitica el factor de
garantia del algoritmo propuesto.

Personalmente, consideramos haber logrado desarrollar habilidades para la creacion
de nuevas propuestas algoritmicas. Es importante mencionar, que la linea de creacion de
nuevas propuestas algoritmicas resulta ser una area interesante, que puede ser frustrante si
el pretenso investigador carece de habilidades tales como: creatividad y paciencia y de
conocimientos de algoritmia, ya que la creacién de nuevas propuestas algoritmicas no
resulta una tarea sencilla, especialmente si se debe determinar teéricamente el factor de
garantia.

Se concluye este trabajo de investigacion, proponiendo un nuevo algoritmo para el
tratamiento del problema MaxSAT, y determinando de manera empirica y analitica su
factor de garantia.

Las aportaciones principales de este trabajo son las siguientes:

1. Propuesta de una nueva funcion objetivo:

fINOB (Z) ::;W(Sl) + Z\N(Sz) _W(So)

2. Determinacion de un nuevo factor de garantia para las propuestas algoritmicas.
El factor de garantia determinado es de 4/5 para el caso Max2SAT, esto para el
tipo de instancias que cumplen con: W(S;) < ptW(So), pOT".

3. Adicidn de heuristicas (tabl y antipodales) para acelerar el proceso de blsqueda.

4. Comprobacion experimental de los resultados tedricos.

Una serie de trabajos a futuro se listan a continuacion:

a) Determinar la razon del comportamiento extrafio de LS-N sobre las férmulas
que poseen cantidades significativas de clausulas insatisfechas, con lo que se
podra mejorar la calidad de las soluciones halladas. De aqui, se desprende una
linea de investigacion para futuros trabajos basados en nuestros resultados.

b) Experimentar con otras heuristicas para acelerar el proceso de busqueda local.

c) Experimentar diferentes mecanismos para no bloquearse al hallar 6ptimos
locales.

d) Proponer nuevas funciones objetivo no obvias y poder demostrar que obtienen

mejores factores de garantia, o en su defecto, caracterizar el tipo de férmulas
sobre las que puede obtener mejores resultados.
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Lista de acronismos

SAT
MaxSAT
Max-k-SAT
DAT
FNC
FND
k-FNC
MTD

PD
MTND
RAM
DLOG

NLOG
PSPACE
NPSPACE
P

NP

NPO

APX
PTAS

f-APX
poly-APX

log-APX

Problema de satisfactibilidad.

Version de optimizacién del problema de satisfactibilidad.

MaxSAT, donde se utilizan formulas que poseen Kk literales por clausula.
Demostracion automatica de teoremas.

Férmula en forma normal conjuntiva.

Férmula en forma normal disyuntiva.

FNC donde hay exactamente k literales por clausula.

Maquina de Turing determinista.

Problema de decision.

Maquina de Turing no determinista.

Maquinas de acceso aleatorio.

Clase de complejidad para la que existe una MTD que resuelve un PD
usando espacio logaritmico.

Clase de complejidad para la que existe una MTND que comprueba
soluciones de PD usando espacio logaritmico.

Clase de complejidad para la que existe una MTD que resuelve un PD
usando espacio polinomial.

Clase de complejidad para la que existe una MTND que comprueba
soluciones de PD usando espacio polinomial.

Es la clase de problemas que poseen algoritmos deterministas de resolucion
que tardan tiempo polinomial.

Es la clase de problemas que tienen un algoritmo determinista de resolucion
que corre en tiempo exponencial, pero para los cuales, también existe un
algoritmo no determinista que corre en tiempo polinomial.

Problemas de optimizacion derivados de problemas en NP.

Clase de complejidad que posee problemas cuyos algoritmos de resolucion
tienen un factor de garantia acotado por una constante.

Clase de problemas con esquemas de aproximacion de tiempo polinomial.
Clase de complejidad que posee problemas cuyos algoritmos de resolucion
tienen un factor de garantia acotado por (1+¢€).

Clase de problemas en NPO que son aproximables dentro de un factor f.
Clase de problemas en NPO que tienen algoritmos de aproximacion con un
factor de garantia acotado polinomialmente, con respecto a la longitud de
entrada.

Clase de problemas en NPO que tienen algoritmos de aproximacion con un
factor de garantia acotado logaritmicamente, con respecto a la longitud de
entrada.
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APX-PB

LS

LS-N
LS-NCy
TS
LS-NTA
ALT2SAT
INS2SAT
INS3SAT

Clase de problemas en NPO que son aproximables dentro de factores
constantes y que tienen valores dptimos acotados polinomialmente.
Busqueda local clasica.

Busqueda local no obvia.

LS-N en donde se utiliza la nueva funcion objetivo propuesta.

Busqueda Tabd.

Busqueda Tabu no obvia con antipodales.

Conjunto de instancias 2-FNC generadas por Altamirano [AIL96].

Conjunto de instancias 2-FNC generadas para el analisis empirico.

Conjunto de instancias 3-FNC generadas para el analisis empirico.
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