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Queé se estudia en este tema?

1. Comparacion de algoritmos

2. Principio de invarianza

3. Eficiencia

4. Notaciones asintoticas

5. Calculo de la eficiencia de un algoritmo
6. Resolucion de ecuaciones en recurrencia:

7. Aplicaciones



Comparacion de algoritmos, |

- Habitualmente disponemos de mas de un algoritmo para resolver un problema
dado, ¢Cual elegimos?
Uso de recursos
Computacionales
- Tiempo de ejecucion
- Espacio en memoria
No computacionales
- Esfuerzo de desarrollo (anélisis, disefio e implementacion)
Factores que influyen en el uso de recursos
Recursos computacionales
- Disefio del algoritmo
- Complejidad del problema (tamafio de las entradas)
- Hardware (arquitectura, Mhz, MBs,...)
- Calidad del codigo
- Calidad del compilador (optimizaciones)



Comparacion de algoritmos, |l

- Recursos no computacionales
- Complejidad del algoritmo
- Disponibilidad de bibliotecas reutilizables

CARACTERISTICAS DE
UN ALGORITMO

Un algoritmo debe ser:

PRECISO FINITO DEFINIDO

Es decir, cada Es decir, debe tener un Es decir, debe producir

instruccion debe numero limitado de los mismos resultados
indicar claramente lo pasos. para las mismas
gue se tiene que hacer. condiciones de

entrada.
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Principio de invarianza

- Dos implementaciones de un mismo algoritmo no diferirAn mas que en una
constante multiplicativa.

- Si ty(n) y t,(n) son los tiempos de dos implementaciones de un mismo algoritmo,
se puede comprobar que:

EIC,d (S R, tl(n) < Ctz(n), tz(n) < dtl(n)
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Eficiencia, |

- Medida del uso de los recursos computacionales requeridos por la ejecucion de
un algoritmo en funcion del tamano de las entradas.

- T(n) Tiempo empleado para ejecutar el algoritmo con una entrada de tamafio n

- Tipos de analisis
¢ Como medimos el tiempo de ejecucion de un algoritmo?

- Mejor caso: En condiciones optimas (no se usa por ser demasiado optimista).

- Peor caso: En el peor escenario posible (nos permite acotar el tiempo de ejecucion).

- Caso promedio: Caso dificil de caracterizar en la practica.

- Andlisis probabilistico: Asume una distribucion de probabilidad sobre las posibles
entradas.

- Analisis amortizado: Tiempo medio de ejecucion por operacion sobre una secuencia
de ejecuciones sucesivas.



Eficiencia, Il

- Algunos ejemplos:

- Algoritmo 1:
T(n) = 10* 2" segundos
n = 38 datos
T(n) = 1afo

- Algoritmo 2:
T(n) = 10 n3 segundos
n = 1000 bits
T(n) =1 ano

- ¢Cual es mejor?
- Se precisa de un analisis asintotico!



Notaciones asintoticas, |

- Estudian el comportamiento del algoritmo cuando el tamario de las entradas es lo
suficientemente grande, sin tener en cuenta lo que ocurre para entradas pequenas
y obviando factores constantes.

Orden de eficiencia

- Un algoritmo tiene un tiempo de ejecuciéon de orden f(n), para una funcion dada f, si
existe una constante positiva ¢ y una implementacion del algoritmo capaz de resolver
cada caso del problema en un tiempo acotado superiormente por c-f(n), donde n es el
tamafo del problema considerado.

Notacion O

- Decimos que una funcion T(n) es O(f(n)) si existen constantes n, y c tales que
T(n) <c-f(n) para todo n > ny:

T(n) es O(f(n)) © 3c € R,3n, € N, tal que Vn > ny € N, T(n) < cf (n)
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Notaciones asintoticas, |l

- Ejemplos

- T(n) =3n
T(n) es O(n), O(n log n), O(n?), O(n3) y
o(2").

- T() = (n+1)?
T(n) es O(n?), O(n3) y O(2").
T(n) no es O(n) ni O(n log n).

- T(n)=32n%2+ 17n + 32
T(n) es O(n?) pero no es O(n).

- T(n) = 3n3 + 345n?2 1 g
T(n) es O(n3) pero no es O(n?).

- T(n)=3"
T(n) es O(3") pero no es O(2").
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Notaciones asintoticas, |l

- Notacion Q (cota inferior)
T(n) es Q(f(n)) cuando 3c € R*,3In; € N:Vn = ny = T(n) = cf (n)

- Notacion ® (orden exacto)
T(n) es O(f(n)) cuando T(n) es O(f(n)) y T(n) es Q(f(n)).
- Ordenes de eficiencia mas comunes

O(n log, n) 0(n?) 0(2m) O(n")
10 3 s 10 ps 30 ps 0.1 ms 1ms 45
25 5 s 25 ps 0.1 ms 0.6 ms 33s 1011 afios
50 6 s 50 ps 0.3 ms 2.5 ms 36 afos
100 7 us 100 ps 0.7 ms 10 ms 1017 afios
1000 10 ps 1ms 10 ms 1ls
10000 13 ps 10 ms 0.1s 100 s
100000 17 s 100 ms 1.7s 3 horas
1000000 | 20 ps ls 20s 12 dias

- Tiempos calculados suponiendo 1 ps por operacion elemental.

O(1) € O(log n) € O(n) € O(n log n) € O(n?) < O(n%) < O(2") < O(n})
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Reglas para el calculo del orden, |

- A continuacion presentamos las reglas que nos permiten obtener el orden de
complejidad de un algoritmo.

- Las instrucciones que tenemos en el lenguaje, junto con su costo, son las
siguientes:

= Operaciones aritméticas elementales sobre numeros: suma, resta, producto y
division. Consideramos que cada una de estas operaciones tiene un costo
constante, por lo que todas ellas estad en ©(1).

= Comparaciones entre datos, como por ejemplo decidir si un numero es mayor
que otro, o si dos numeros son iguales. Cada test de esta forma tiene también
costo constante.

= Asignaciones de la forma x := e. Suponiendo que las operaciones que pueden
aparecer en e tienen costo constante, el costo de toda la asignacion sera también
constante. Si no, el costo de la asignacion sera el costo de la evaluacion de e. Lo
mismo ocurre en el caso de las asignaciones maultiples.

= Composicion secuencial 1, ; 1,. Como el costo intenta medir una aproximacion
del tiempo de ejecucion, para medir el tiempo total de I, ; I, hay que sumar los
tiempos de I, e I,.
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Reglas para el calculo del orden, I

Instrucciones condicionales de la forma si B entonces |, si no I, fin si. El costo
es la suma del costo de evaluar la condicion booleana B (generalmente constante)
mas el costo de ejecutar I, 0 1.

Instrucciones alternativas de la forma casos B, — I, [0 ... [1 B, — |, fin casos. El
costo corresponde al costo de evaluacion de las guardas (generalmente constante)
mas el costo de ejecucion de la instruccion I; asociada a la guarda cierta.

Ciclos de la forma mientras B hacer | fin mientras. Para calcular el costo de tal
ciclo hay que calcular primero el costo de cada pasada y después sumar los
costos de todas las pasadas que se hagan por el ciclo. El niumero de estas
dependerd de lo que tarde en hacerse falso B, teniendo en cuenta los datos
concretos sobre los que se ejecute el programa y lo grandes que sean.

En los tres dltimos tipos de instrucciones, la ejecucion depende del valor de las
expresiones booleanas que pueden ser cierta o falsa.

Por lo tanto, puede ocurrir gue en una ejecucion el costo sea muy diferente del de
la otra.
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Reglas para el calculo del orden, Il

- Para proporcionar entonces una medida abstracta del costo que sea independiente
de los valores concretos de datos, se consideran el costo en el peor caso y el
costo en el mejor caso.

- El primero estima el tiempo maximo que habria que esperar para que acabe la
ejecucion del algoritmo, y el segundo, el tiempo minimo.

- Cuando hay mucha diferencia entre ambos, es util (aungue mucho mas complejo
en general) calcular el costo en el caso promedio, es decir, la suma de los costos
en todos los casos (con el mismo tamano) dividida por el niUmero de casos.
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La multiplicacion de matrices, |

- Obtener O y  para el algoritmo de la multiplicacion de matrices
cuadradas.

fori=1ton
forj=1ton
suma=0
fork=1ton
suma=suma+ali,k]b[K,j]
end
c[i,j]J=suma
end
end

- Podemos observar que siempre se ejecutan las mismas instrucciones,
independientemente de la entrada = O(f) = Q2 (f) = ).
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La multiplicacion de matrices, |l

- Por lo tanto:

S
cl+§[cz+g(c3+c4n)j:

n
c,+ (G, +en+c,n’)=c +cn+cn’ +c,n’

t e ®(n)
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Ejercicio 1, |

- El método de ordenacion por Insercion realiza n—1 iteraciones sobre el vector,
dejando en la i-ésima etapa (2 <1 < n) ordenado el sub vector a[1..i].

- La forma de como lo hace el algoritmo, es colocando en cada iteracion el
elemento afi] en su sitio correcto, aprovechando el hecho de que el sub vector
a[1..i-1] ya ha sido previamente ordenado.

- Este método puede ser implementado de forma iterativa como sigue:

PROCEDURE Insercion(VAR a:vector;prim,ult:INTEGER);
VAR i, j, XINTEGER,;

BEGIN
FOR i:=prim+1 TO ult DO
x:=a[i]; j:=i-1;

WHILE (j>=prim) AND (x<a[j]) DO
a[j+1]:=a[j]; DEC()
END;
a[j+1]:=x
END
END Insercion;
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Ejercicio 1, Il

- Para estudiar su complejidad, vamos a revisar los casos mejor, peor y promedio
de la [lamada al procedimiento Insercion(a, 1, n).

= En el mejor caso, el ciclo interno no se realiza nunca, y por lo tanto:

n
T(n) = (Z(3+4+4+3)>+3 = 14n —11
i=2
= En el peor caso, hay que llevar cada elemento hasta su posicion final, con lo que
el ciclo interno se realiza siempre de i-1 veces. Asi, en este caso se tiene:
—1
- ‘ 9 , 13
T(n) = Z 344+ Z(4+5) +143])+3=cn+=n-10
i=2 j=1
= En el caso promedio, podriamos suponer equiprobable la posicion de casa
elemento dentro del vector.

= Por lo tanto, para cada valor de i, la probabilidad de que el elemento se situé en
alguna posicion k de las i primeras sera de 1/1.
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Ejercicio 1, Il

= El nimero de veces que se repetira el ciclo WHILE en este caso es (i - k), con lo
cual el nimero promedio de operaciones que se realizan en el ciclo es:

i (i =k) —3'7 3
k=1

= Por lo tanto, el tiempo de ejecucion en el caso promedio es:

T(n) = Zn: 3+4+ 01 +3 +3—9 2+47 11
n)= Zl > —47’1 471

=2
= Por el modo en que funciona el algoritmo, tales casos van a corresponder a
cuando el vector se encuentra ordenado de forma creciente, decreciente o
aleatoria.

= Como podemos ver, en este método los 6rdenes de complejidad de los casos
peor, mejor y promedio difieren bastante.

= En el mejor caso, el orden de complejidad resulta ser lineal.
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Ejercicio 1, IV

= Mientras que en los casos peor y promedio, la complejidad es cuadratica.

= Este método es muy adecuado para aquellas situaciones donde necesitamos
ordenar un vector del que ya conocemos que esta casi ordenado, como suele
suceder en aquellas aplicaciones de insercién de elementos en bancos de datos
previamente ordenados cuya ordenacion total se realiza periodicamente.



