CAPITULO 1

Teorema del Binomio

Este capitulo esta destinado a presentar contenidos y actividades que permitiran al estudiante: Operar
con simbologia matematica, desarrollar expresiones que involucren un numero finito de productos binomi-
ales, y emplear el concepto de busqueda instantanea, a fin de determinar rapida y eficientemente los términos
en desarrollos binomiales mediante un algoritmo

1. Introduccion a los Factoriales

Definicion 1.1. Para cada n € N llamaremos n factorial an! =1-2-3---n, y definimos ademds 0! = 1

Ejemplo 1.1.1. n!=(n—1)!-n  para cada n € N

En efecto

nl = 1-2-3---(n—1)-n
= [1-2:3-(n—1)]n
= (n—1ln

Definicion 1.2. Para cada n € Nk € N y k < n llamaremos numero combinatorio a

<Z> B (n—nil'c)'k' (1)

4>_ 41 3!-4

= 4
3

Ejemplo 1.2.1. < (4—3)31  11.3! -

Observacién 1.2.2. Consideremos un conjunto con cuatro elementos, digamos C = {1,2,3,4} C N
entonces
o La cantidad de subconjuntos de C con cardinalidad 3 son los siguientes

Cy ={1,2,3}, Cy={1,2,4}, C3=1{1,3,4}, C3 ={2,3,4}
Son como se ve cuatro conjuntos lo que coincide con <3>

o La cantidad de subconjuntos de C con cardinalidad 2 son los siguientes seis conjuntos
Cy ={1,2}, Cy={1,3,}, Cs5={1,4}, C3={2,3}, C3 ={2,4}, C3 = {3,4}

4 4! 2!-3-4
Y que también coincide con <2> = a—22 =S ar = 6

. L . .. , . . n
En realidad esto no es una coincidencia, ya que en la prdctica el nimero combinatorio k:> con

k < n, fue construido para contar la cantidad de grupos con k elementos a partir de n elementos
dados, (de alli la restriccion k <n)
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1.3. Propiedades de los Niimeros Combinatorios. Entre muchas propiedades de los niimeros com-
binatorios, sélo exhibiremos las que necesitamos estrictamente para conseguir nuestros objetivos.

0 (1)-(.00)

En efecto

En particular, <g> = <n> = 1, para verificar esta igualdad, basta hacer k = 0 y recordar que
n

el conjunto vacio no tiene elementos y es subconjunto de todos los conjuntos

@ (") e (3)

En efecto
<n+1> B (m+1)! nlln+1) nl (n+1)
k o kln+1-k)! Kn+1-k)! K (n—k+1)
_nl (n+1) B n! (n+1)  (n (n+1)
B H’(n—k)!(n—kﬂ)_k!(n—k)!'n—(k—n‘(k)'n—(k—n
n+1 n+1/n
3) <k+1>:k—+1<k>
En efecto
<n—|—1> B (n+1)! B nl(n+1) B n! 'n—|—1_<n>'n—|—1
k+1)  (k+D)!n—k)! E(k+Dn—-Fk)! knh-FkK! k+1 \k) k+1
n n—=k(n
) <k+1>:k—+1<k>
En efecto
n n! n! n! 1
<k+1> T G+ Dn—k-10! KE+Dm—k-DI K (k+L)n—Fk—1)
! n—k B n! n—k (n\ n—k
B H’(k+1)(n—k)!_k!(n—k)!'kﬂ_<k>’k~+1
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®) <Z> " (kil) - (ZE)

En efecto
n n B n! n! - nl(k+1)+nl(n—k)
<k> * <1<: + 1) T RHm—R) T GED k=1 (n—R)lE+ D)
_onlk+1+n—-k)  nln+1) (n+1)! _(n+1
= kE+1D) (n—R)Ik+1D)! (n—k)(k+1)! <I<: + 1)

2. Teorema del Binomio

Teorema 2.1. (Teorema del Binomio). Sin € N, a € R y b € R tal que a + b # 0 entonces

Demostracion

¢ Decbemos verificar que (a + b)" = Z (Z) a" Ryt
k=0

¢ Gestion de la informacion: Como n € N entonces podemos usar el proceso de induccion matemdtica,
para verificar la validez de la formula

F(n):  (a+b)"= n <n>a"_kbk (Vn;n € N)

o Debemos mostrar que F(1) es verdadera

1

1 1 1
Por una parte tenemos que (a+b)' = (a+b), y por otra, Z (k‘) akpk = <O> at=0%0 + <1> a7t =
k=0
a+b

1
1
Asi que, (a+b)! = Z <I<:> a" ok, y F(1) es verdadera
k=0
o Hipdtesis de induccion: Supongamos que F(n) es verdadera, es decir

(a+b)" = f: <Z> ankpk (H)

k=0

o Tesis de induccion. Debemos mostrar que F(n+1) es verdadera
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o Desarrollando F(n+1) tenemos que

(a+b)" = (a+b)"(a+0)

(a4 f: <:> ankpk

k=0

— Z <Z> an—k—l—lbk + Z <Z> an—kbk—l—l (*)
k=0

k=0
o Aplicando la propiedad del reloj (??), a la segunda parcela en (x) tenemos que

n n+1

Z (Z) Rkl Z <k ﬁ 1) qnHL—kpk

k=0 k=0+1

n+1 n
_ n+l—kik
= S e

k=1

o Reemplazando en (%) tenemos que:

n n+1
ntl N\ p—k+1k n n+l—kpk
(a+b) = Z<k>a b +k§::1<k—l>a b

k=0
_ n n+1 g n n—k+11k g n n+l—-kirk n n+1
= 0>a + <k>a b +Z<k_1>a b +<n>b

k=1 k=1
R A U N WP I R ntl—kok (T 1\ g1
= 0 )a +k§_:1<k> b+; . b L

R A A4 n nti—kpk (P10
0 >a +k_1<<k‘>+<k‘—1>>a b" + n 1 b

”‘1‘1) nt1 Z(”"‘l) nt1—kpk <”+1> 1
= a a b bt
10 Pt k n+1
n+
_ <” + 1> a1k pk
k
k=0

Asi que F(n+1) es verdadera, y

(a+b)" = zn: <Z> a" Rk

k=0

Corolario 2.2. En Teorema (2.1) Para cada k = 0,1,...,n — 1 el término de orden k + 1 es de la

forma:
tho = <Z>an—kbk
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En efecto

Del teorema (2.1) sigue que

(a+b)" = <Z> a"kpk

k=0
= <g> a0 + (T) a" bt <Z> a4 <n> a" """
n
[ ——
t1 to t3 (2}

n

k>a"_kbk, para k=0,1,2,...,n

Ast que tgiq = <

3. Ejercicios Resueltos de Teorema del Binomio

1 n
(1) En el desarrollo binomial, B = (3: — —3> para (n € N). Demostremos que si existe un término
x

4

de la forma x~*™ entonces n debe ser un multiplo de 4.

Solucion

¢ Debemos mostrar que n =4 -7
¢ Gestion de la informaciéon

o tsy1 es el término pedido si y sélo si

i = (1) Gy

—4

o 7™ aparecera en el término ¢4 si y sélo si

i = pn—ls —  _4m=n —4s
— 4s—4dm=n

= 4(s—m)=n

2

¢ Conclusién : ” n es un multiplo de 4.”

(2) Determinemos, (si existe) el término independiente de x en el desarrollo binomial

(22 + 1) <1 + %)n
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Solucién
¢ Debemos determinar el término independiente de z, es decir aquel en que aparece 2% = 1.
¢ Gestion de la informacion

o Del Teorema del Binomio (2.1) sigue que

<1+3>" _ Zn (”)m—k) <2>k: 3 <">2'f z
T k T k
k=0 k=0

© Multiplicando por (2 + 1) tenemos que

2\" _ (o kN (M okt ckr) NS (M ok ok
(2x+1)<1+x> —(2x+1)z<k>2 x _Z<k>2 x + A ok

k=0 k=0

¢ Luego, existira el término independiente de x si

—k+1=0AN-k=0 < k=1ANk=0

¢ Asi que el término pedido es (T) 222 4 (g) 20 =4n+1

(3) Demostremos usando el teorema del binomio que

Solucién

(4) Si(neN),y A= < ) < > son dos desarrollos binomiales tales que t;(A)
es el k- ésimo término de A y tx(B) es el k‘- ésimo término de B, (k > 1) entonces demostremos
que

tx(A) = tx(B) = n es un numero par

Solucion

4 Debemos verificar que n = 2 - s, para algtin entero s.
¢ Gestion de la informacion

¢ Para el binomio A tenemos que:
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t(A) = (k: i 1> (z2)n=(k=1) . ‘,Ekl_1 _ (k i 1) ()27=30k=1)

o Para el binomio B tenemos que:

ty(B) = (k: i 1) (%)= =1 . (:Ez;k_l _ <I<: ﬁ 1) (z)3n=5(k=1)

¢ Finalmente comparando términos tenemos que n es par, pues,

(k: i 1) ()23 — (k i 1) (z)3n—50k—1)

(l,)2n—3(k—1) _ (l,)3n—5(k—1)
on—3(k—1) =3n—5(k — 1)
n=2(k-—1)

——

s

tr(A) = tr(B)

11t 1

4. Ejercicios Propuestos del Teorema del Binomio

(1) Determine el séptimo término en el desarrollo binomial
(22 — )"
(2) Determine el noveno término en el desarrollo binomial

2\ 15
2+)
(2+3

(3) Determine el decimocuarto término del desarrollo binomial

2 1 \2
x —_—
Y 22?2

27
. 2
(4) Determine el término que contiene a 22 en el desarrollo binomial <\3/_ — —2>
x

2

x
(5) Determine el término que contiene — en el desarrollo binomial
Yy

z 2 \°
y  2x2

n
(6) Determine el término que contiene a z” en el desarrollo binomial (3: + —>
x

(7) Si uno de los términos en el desarrollo binomial (23:2 — %)60 es de la forma a -z~

valor de a

54

. Determine el



(8)
9)

(10)
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Determine el término independiente de x (si existe) en el desarrollo binomial (:173 — ;15)30

20
z 1
Determine el valor de a en el desarrollo binomial <— + —> , de tal forma que el término indepen-
a

diente de z sea igual al coeficiente de z2

1 n
En el desarrollo binomial <a;\/5 + —2> ” el coeficiente binomial” del 3% término es mayor que el
x

coeficiente binomial del 29° término en 44 unidades. Determine, si existe, el término independiente
de x.

Muestre que el coeficiente del término central del desarrollo binomial (1 + x)%", es igual a la suma
de los coeficientes de los dos términos centrales del desarrollo binomial (1 + x)?"~!

1\" 1\"
Dados los desarrollos binomiales <a:2 + —> ,y <x3 + —2> . Determine el conjunto
x x

T = {ne€N]| Los terceros términos de los binomios sean iguales}

Si en el desarrollo binomial (14 z)*3, los coeficientes de la posicién (2m + 1) y (m -+ 2) son iguales.
Determine, si es posible, el valor de m

Determine el coeficiente de 2" en el desarrollo binomial (1 — x 4 22)(1 + z)?"*!

. (T 15 . . . (.
En el desarrollo binomial (— — y2> , el término que contiene a y%? presenta el coeficiente numérico
a
455

T Determine el valor de a

n
n
Demuestre que Z (z) =2"
i=0
Considere los reales positivos p y ¢ tales que, p + ¢ = 1. Demuestre que

re=(" )" (0<k<n) — Z(k'm)zn'p-
k k=0
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